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Reel (Gerçel) Sayılar

Reel sayılar, özellikleri ve aralarındaki ilişkiler, matematik analizin temelini oluştururlar. En basit reel sayılar;
özellikleri Peanno aksiyomları ile verilen ve �={1,2,3, . . .} şeklinde gösterilen doğal sayılar kümesidir.

m ,n doğal sayılar ve m < n olmak üzere, n + x =m olacak şekilde bir x doğal sayısı yoktur. Yani n + x =m
denkleminin her n ,m ∈� için doğal sayılar kümesi içinde bir çözümünü bulmak mümkün değildir. Her n ∈� için
n+x = n denkleminin tek çözümü, sıfır diye okunan ve “0” sembolüyle gösterilen bir sayıdır. Yine her n ∈� için
n+x = 0 denkleminin tek çözümü “−n” ile gösterilir. Bu yeni elemana n sayısının negatifi denir. Böylece tanım-
lanan 0 ile bütün −n elemanlarını � doğal sayılar kümesine katarak bulunan {. . . ,−n , . . . ,−2,−1,0,1,2, . . . ,n , . . .}
kümesine tam sayılar kümesi denir ve bu küme � ile gösterilir.

p ,q ∈ �, q �= 0 olmak üzere, qx = p denkleminin genelde � tam sayılar kümesinde bir çözümü yoktur. Burada
genelliği bozmadan q ∈� farzedilebilir. Gerçekten n ∈� olmak üzere, q =−n ise, qx = p denklemi (−n )x = p
veya nx =−p şeklini alır. Bu denklemde n ∈� ve −p ∈� dir. q ∈� ve p ∈� olmak üzere, qx = p denkleminin
çözümü, x =

p

q
şeklinde gösterilir ve bu gösterime p ve q nun oranı (p nin q ya bölümü) denir. Böylece

oluşturulan

�=
�

p

q
: q ∈� vep ∈�

�

kümesine rasyonel sayılar kümesi denir. Özel olarak q = 1 alınırsa her tam sayının bir rasyonel sayı olduğu
görülür.
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3

2
, −5

7
, 45=

45

1
ve 1.41

rasyonel sayı örnekleridir.
p

q
şeklindeki rasyonel sayılar, sonlu ondalık kesir veya sonsuz devirli ondalık kesirler

cinsinden ifade edilebilirler. Örneğin
1

3
= 0.333 . . .= 0.3,

157

495
= 0.31717 . . .= 0.317

2

3
= 0.666 . . .= 0.6,

9

7
= 1.285714285714= 1.285714

Ancak q ∈� ve p ∈� olmak üzere,
p

q
şeklinde bir kesir olarak ifade edilemeyen sayılar da vardır. Diğer yandan

bu şekilde ifade edilemeyen yani, sonlu veya sonsuz devirli ondalık kesirler cinsinden ifade edilemeyen örneğin�
2= 1.414213562373095 . . .

ve herhangi bir çemberin çevresinin çapına oranını veren

π= 3.141592653589793. . .

gibi sayılar da vardır. Bu şekildeki sayılara da irrasyonel sayılar denir.

Rasyonel ve irrasyonel sayılar kümelerinin birleşimine reel (gerçel) sayılar kümesi denir ve � ile gösterilir.
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Cisim Aksiyomları

(I). Toplama İşleminin Özellikleri

(i). � deki her x ,y elemanı için � de x ve y nin toplamı diye tanımlanan ve x + y ile gösterilen bir eleman
vardır.

(ii). � deki her x ,y için x + y = y +x dir.
(iii). � deki her x ,y ,z için x +(y + z ) = (x + y )+ z dir.
(iv). � deki her x için x +0= x olacak şekilde bir tek 0 elemanı vardır.
(v). Her x ∈� için x e bağlı olarak x +(−x ) = 0 olacak şekilde −x ile gösterilen � nin bir tek elemanı vardır.

(II). Çarpma İşleminin Özellikleri

(i). � deki her x ,y için x ve y nin çarpımı olarak tanımlanan ve x y ile gösterilen � nin bir tek elemanı vardır.
(ii). � deki her x ,y için x y = y x dir.
(iii). � deki her x ,y ,z için x (y z ) = (x y )z dir.
(iv). Her x ∈� için 1x = x olacak şekilde � nin bir tek 1 (0 dan farklı) elemanı vardır.

(v). x �= 0 özelliğindeki her x ∈� için x x−1 = 1 olacak şekilde � nin bir tek x−1 =
1

x
elemanı vardır.
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(III). Çarpımın Toplam Üzerine Dağılma Özelliği � deki her x ,y ,z için

x (y + z ) = x y +x z ve (y + z )x = y x + z x

dir.

Üstler
(i). x bir reel sayı ve n bir doğal sayı olmak üzere n tane x in kendisiyle çarpımı x n ile gösterilir. Yani

x n = x x · · ·x︸ ︷︷ ︸
n tane

dir.
(ii). x �= 0 için x 0 = 1 şeklinde tanımlanır.

(iii). x �= 0 bir reel sayı ve n bir doğal sayı olmak üzere n tane
1

x
in kendisiyle çarpımı x−n =

1

x n
ile gösterilir.

Yani
x−n =

1

x n
=

1

x x · · ·x︸ ︷︷ ︸
n tane

dir.
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(iv). x ≥ 0 olmak üzere y n = x eşitliğini sağlayan negatif olmayan tek bir y reel sayısı vardır. Bu eşitliği sağlayan
ve negatif olmayan y reel sayısına x in n . dereceden kökü denir ve y = n

�
x = x

1
n şeklinde yazılır. x < 0

olduğunda y = n
�

x = x
1
n nin bir anlam ifade etmesi için n nin tek olması gerekir.

(v). x ≥ 0 ve n ,m birer doğal sayı olmak üzere n
�

x m = (x m )
1
n şeklinde tanımlanır. Burada x < 0 ise n

�
x m = (x m )

1
n

ifadesinin anlamlı olması için m nin çift veya n nin tek olması gerekir.

x bir reel sayı ve q ∈� olmak üzere (i)-(v) gereğince uygun şartlar altında x q ifadesini tanımlamış olduk. Şimdi
üstlerle ilgili bazı sonuçları yazalım.

(1). x p x q = x p+q (3). (x y )p = x p y p (5). a (x p + y q ) = ax p +a y q

(2). (x p )q = x pq (4).
x p

x q
= x p−q (6). (a +b )x p = ax p +bx p

Tam (lineer) Sıralama Bağıntısı

Her x ,y ∈ � için x < y , y < x , x = y durumlarından yalnız biri gerçeklenebilecek biçimde � üzerinde “<” ile
gösterilen ve aşağıdaki özellikleri sağlayan bir bağıntı vardır.

(i). x < y ve y < z ise x < z dir.
(ii). x < y ise her z ∈� için x + z < y + z dir.
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(iii). x < y ve 0< z ise x z < y z dir.
(iv). x < y ve z < 0 ise x z > y z dir.

(v).
x

y
> 0 ⇐⇒ x y > 0 ve

x

y
< 0 ⇐⇒ x y < 0 dır.

(vi). z �= 0 ve x z = y z ise x = y dir.

x < y ile y > x aynı anlamdadır. x < y veya x = y durumu x ≤ y ile gösterilir. x ≤ y ile y ≥ x aynı anlamdadır.

x > 0 özelliğindeki reel sayılara pozitif reel sayılar denir ve pozitif reel sayıların kümesi �+ ile gösterilir.
x < 0 özelliğindeki reel sayılara negatif reel sayılar denir ve negatif reel sayıların kümesi �− ile gösterilir. Bu
durumda �=�+ ∪�− ∪ {0} olur.

Tamlık Aksiyomları

� nin en önemli özelliklerinden biri tam olmasıdır. Bu özellik � yi � dan ayıran temel özelliklerden bir tanesi
olup reel sayılar arasında boşluk olmadığı anlamına gelir. Şimdi � nin bu özelliğine kısaca değinelim.

Tanım 1 A ⊆� olsun. Her x ∈ A için x ≤M olacak şekilde bir M ∈� varsa A kümesine üstten sınırlıdır denir.
Bu şekildeki bir M sayısına A kümesinin bir üst sınırı denir. Her x ∈ A için x ≥m olacak şekilde bir m ∈ �
varsa A kümesine alttan sınırlıdır denir. Bu şekildeki bir m sayısına A kümesinin bir alt sınırı denir.�
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Teorem 1 (Tamlık Aksiyomları) A ⊆ � olsun. Bu durumda A üstten sınırli ise A nın üst sınırlarının bir en
küçüğü vardır.

Sonuç 1 A ⊆� olsun. Bu durumda A alttan sınırlı ise A nın alt sınırlarının bir en büyüğü vardır.

Tanım 2 A ⊆� olsun. Bu durumda

(i). A üstten sınırli ise A nın üst sınırlarının en küçüğüne A nın supremumu denir ve supA ile gösterilir.

(ii). A alttan sınırlı ise A nın alt sınırlarının en büyüğüne A nın infimumu denir ve infA ile gösterilir.�

Şimdi tamlık aksiyomunun iki sonucu olan ve sıkça kullanacağımız iki sonucu verelim.

Önerme 1 (Archimedean Özelliği) � üstten sınırlı değildir.

Önerme 2 x < y olmak üzere x ,y ∈� olsun. Bu durumda

(i). x < r < y olacak şekilde bir r rasyonel sayısı vardır.
(ii). x < q < y olacak şekilde bir q irrasyonel sayısı vardır.
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