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Limit Kavramı
Limit kavramı bir fonksiyonun tanım kümesinin bir a limit noktasının civarındaki davranışı hakkında bilgi veren
matematik ve bir çok bilim dalında uygulamaları olan önemli bir kavramdır. İleriki bölümlerde göreceğimiz bir
çok kavram ( süreklilik, türev vs.) limit kavramına dayanmaktadır. a ∈ � ve A kümesi � nin bir ε > 0 reel
sayısı için (a − ε,a + ε)\{a} ⊆ A özelliğine sahip bir küme olmak üzere bir f : A → � fonksiyonu verildiğinde x
(x �= a) bağımsız değişkeni a reel sayısına yaklaşırken f (x ) değerlerinin davranışını bilmek önemlidir. x bağımsız
değişkeni a reel sayısına yaklaşırken f (x ) değerlerinin bir reel sayıya yakınsayıp yakınsamadığı, yakınsıyorsa hangi

reel sayıya yakınsadığı limit kavramıyla belirlenir. Örneğin, f (x ) =

�
1, x ≤ 1

3, x > 1
fonksiyonunu göz önüne alalım. x

ler 0 dan 1 e doğru büyürken f (x ) değerleri Tablo Şekil .? ve Tablo .? de görüldüğü gibi 1 dir. x ler 2 den 1 e
doğru küçülürken f (x ) değerleri Tablo ve Şekil de görüldüğü gibi 3 dür. Bu durumda x leri 1 e yeterince yakın
tutarak f (x ) değerlerini herhangi bir reel sayıya istediğimiz kadar yakın tutamayız.

Şimdi f (x ) =
1

x
fonksiyonunu göz önüne alalım. x ler −1 den 0 a doğru büyürken f (x ) değerleri Tablo .? ve

Şekil .? de görüldüğü gibi sınırsız bir şekilde küçülür. x ler 1 den 0 a doğru küçülürken f (x ) değerleri sınırsız bir
şekilde büyür. Bu durumda x leri 0 a yeterince yakın tutarak f (x ) değerlerini herhangi bir reel sayıya istediğimiz
kadar yakın tutamayız.

1

2

3

−1

−2

−3

1 2 3 4−1−2−3 x

y
x f (x )
1 1
0.1 10
0.01 100
0.001 1000
0.0001 10000
0.00001 100000
0.000001 1000000
0.0000001 10000000

x f (x )
−1 −1
−0.1 −10
−0.01 −100
−0.001 −1000
−0.0001 −10000
−0.00001 −100000
−0.000001 −1000000
−0.0000001 −10000000

1

2

3

1 2 3 4−1 x

y
x f (x )
0.4 1
0.5 1
0.8 1
0.9 1
0.95 1
0.99 1
0.999 1
0.9999 1

x f (x )
1.6 3
1.5 3
1.2 3
1.1 3
1.05 3
1.01 3
1.001 3
1.0001 3
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Bir Fonksiyonun Limiti

Tanım 1 A ⊆� ve a ∈� olsun. Her ε > 0 için (a−ε,a+ε) aralığı A kümesinin a dan farklı bir noktasını içeriyorsa
a noktasına A kümesinin bir limit (yığılma) noktası denir. Yani her ε > 0 için (a − ε,a + ε)∩ (A\{a}) �= 	 ise
a noktasına A kümesinin bir limit (yığılma) noktası denir. Şekil .? e bakınız.�

Tanım 2 A ⊆� olmak üzere a ∈� noktası A kümesinin bir limit noktası ve f : A→� bir fonksiyon olsun. Her
ε > 0 için

0< |x −a |<δ
özelliğini sağlayan her x ∈ A için �� f (x )− l

��< ε
olacak şekilde bir δ(ε) > 0 sayısı varsa x = a noktasında f fonksiyonunun limiti l dir denir ve lim

x→a
f (x ) = l

şeklinde gösterilir. (Şekil .? ye bakınız.)�

Not 1 Bundan böyle bu kitap boyunca bir a noktasında limit söz konusu olduğunda, belirtilmemişse bile, a
noktasının fonksiyonun tanım kümesinin bir limit noktası olduğu kabul edilecektir.�

l − ε

l + ε

l

aa −δ a +δ

a

x

a + εa − ε
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Örnek 1 c ∈� için f :�→� fonksiyonu f (x ) = c şeklinde tanımlansın. Limitin tanımını kullanarak lim
x→a

f (x ) = c

olduğunu gösterelim.

Çözüm. Limitin tanımına göre, her ε > 0 için bir δ> 0 sayısının 0< |x −a |<δ özelliğini sağlayan her x ∈� için��f (x )− c
��< ε

olacak şekilde bulunabileceğini göstermeliyiz. ε > 0 verilsin. δ > 0 herhangi bir reel sayı olsun. Bu durumda
0< |x −a |<δ ise �� f (x )− c

��= |c − c |= 0< ε

olur. Böylece,
lim
x→a

f (x ) = lim
x→a

c = c

elde edilir.

Örnek 2 f : �→ � fonksiyonu f (x ) = x şeklinde tanımlansın. Limitin tanımını kullanarak lim
x→a

f (x ) = lim
x→a

x = a

olduğunu gösterelim.

Çözüm. Limitin tanımına göre, her ε > 0 için bir δ> 0 sayısının 0< |x −a |<δ özelliğini sağlayan her x ∈� için�� f (x )−a
��= |x −a |< ε

olacak şekilde bulunabileceğini göstermeliyiz. ε > 0 verilsin. Bir δ > 0 alalım. Bu durumda 0< |x −a |<δ ise
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�� f (x )−a
��= |x −a |<δ

olur. Böylece ε =δ seçilirse 0< |x −a |<δ olduğunda�� f (x )−a
��= |x −a |<δ= ε

olur. Bu durumda
lim
x→a

f (x ) = lim
x→a

x = a

elde edilir.

Örnek 3 Limitin tanımını kullanarak
(a). lim

x→2
(−3x +5) =−1 (b). lim

x→π/2 sinx = 1

olduğunu gösterelim.

Çözüm.

(a). Limitin tanımına göre, her ε > 0 için bir δ > 0 sayısının 0 < |x −2| < δ özelliğini sağlayan her x ∈ � için��f (x )−2
�� < ε olacak şekilde var olduğunu göstermeliyiz. ε > 0 verilsin ve δ > 0 olsun. Bu durumda

0< |x −2|<δ özelliğindeki her x ∈� için

|(−3x +5)− (−1)|= |−3x +6|= 3 |x −2|< 3δ
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olur. Böylece δ=
ε

3
seçersek 0< |x −2|<δ özelliğindeki her x ∈� için

|(−3x +5− (−1)|< 3δ= ε

olur. O halde
lim
x→1
(−3x +5) =−1

dir.

(b). Limitin tanımına göre, her ε > 0 için bir δ> 0 sayısının 0<
���x − π

2

���<δ özelliğini sağlayan her x ∈� için

|sinx −1|< ε
olacak şekilde bulunabileceğini göstermeliyiz. ε > 0 verilsin ve δ> 0 bir reel sayı olsun. Bu durumda 0<

���x − π
2

���<
δ özelliğini sağlayan her x ∈� için

|sinx −1|=
���sinx − sin

π

2

���= ����2 sin

�
x − (π/2)

2

�
cos

�
x +(π/2)

2

�����
= 2

����sin

�
x − (π/2)

2

�����
����cos

�
x +(π/2)

2

�����≤ 2

����sin

�
x − (π/2)

2

�����
≤ 2

����x − (π/2)2

����< ���x − π2
���<δ
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olur. Böylece δ= ε seçersek 0<
���x − π

2

���<δ özelliğini sağlayan her x ∈� için

|sinx −1|<
���x − π

2

���<δ≤ ε
olur. Yani

lim
x→π/2 sinx = 1

dir.

Örnek 4 f (x ) = �x� şeklinde tanımlı tam değer fonksiyonunun x → 2 için limitinin olmadığını gösterelim.

Çözüm. Bir l ∈ � için lim
x→2
�x� = l olduğunu varsayalım. Bu durumda ε =

1

3
için bir

1

2
> δ > 0 reel sayısı

0< |x −2|<δ özelliğindeki her x için

|[|x |]− l |< 1

3

olacak şekilde vardır. Diğer taraftan y = 2− δ
2

ve z = 2+
δ

2
sayıları için 0< |x −2|<δ özelliği sağlanır. Böylece�y �= 1 ve �z�= 2 olduğundan

|1− l |= ���y �− l
��< 1

3
ve |2− l |= |�z�− l |< 1

3
olur. Böylece
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1= |1−2|= |(1− l )+ (l −2)| ≤ |1− l |+ |2− l |< 1

3
+

1

3
<

2

3
olur. Bu ise bir çelişkidir. O halde her l ∈� için lim

x→2
�x� �= l dir. Yani lim

x→2
�x� limiti yoktur. (Şekil .? e bakınız.)

Teorem 1 A ⊆� olmak üzere a ∈� noktası A kümesinin bir limit noktası ve f : A→� bir fonksiyon olsun. Bu
durumda lim

x→a
f (x ) = l olması için gerek ve yeter şart her n ∈ � için xn ∈ A\{a} olmak üzere xn → a özelliğine

sahip her (xn ) dizisi için f (xn )→ l olmasıdır.

Uyarı 1 Bir f fonksiyonunun limitinin mevcut olmadığını göstermek için Teorem 1 oldukça kullanışlıdır. a
sayısına yakınsayan (xn ) ve (yn ) gibi iki dizi için, bunlara karşı gelen ( f (xn )) ve ( f (yn )) görüntü dizilerinin limitle-
rinin eşit olmadığını görmek f nin a noktasında limitinin olmadığını göstermek için yeterlidir.

Örnek 5 f (x ) = �x� şeklinde tanımlı tam değer fonksiyonu için m bir tam sayı olmak üzere

lim
x→m

f (x ) = lim
x→m
�x�

limitinin olmadığını Teorem 1 yi kullanarak gösterelim. 1 2 3 4−1 x

y

f (x) = �x�

2 − δ 2 + δ

−1

0

1

2

3
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Çözüm. Her n ∈� için

xn =m +
1

n
ve yn =m − 1

n
olmak üzere (xn ) ve (yn ) dizilerini seçelim. Bu diziler için

lim
n→∞xn = lim

n→∞yn =m

dir. Bu dizilere karşı gelen görüntü dizileri n ≥ 2 için sırası ile

f (xn ) = �xn�= �m +1/n�=m

ve
f (yn ) = �yn�= �m −1/n�=m −1

dir. Yani ( f (xn )) ve ( f (yn )) görüntü dizilerinin limitleri farklıdır. O halde

lim
x→m
�x�

limiti mevcut değildir. (Şekil .? e bakınız.)

x

y

m

m − 1

m + 1

f (x) = �x�

m − 1
2 m + 1

2m

m + 1m − 1 yn xn
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Fonksiyonların Limitleri ile İlgili Temel Özellikler

Teorem 2 f : A → B , f : A → B fonksiyonları verilsin ve a ∈ � noktası A kümesinin limit noktası olmak üzere
lim
x→a

f (x ) = l 1 ve lim
x→a

g (x ) = l 2 olsun. Bu durumda

(i). Toplam Kuralı: lim
x→a

�
f (x )+ g (x )
	
= l 1+ l 2 dir.

(ii). Çarpım Kuralı: lim
x→a

�
f (x )g (x )
	
= l 1l 2 dir.

(iii). Skalerle Çarpım Kuralı: lim
x→a

�
k f (x )
	
= k lim

x→a
f (x ) = k l 1 (k ∈�) dir.

(iv). Bölüm Kuralı: lim
x→a

f (x )
g (x )

=
lim
x→a

f (x )

lim
x→a

g (x )
=

l 1

l 2
(l 2 �= 0) dir.

(v). Her x ∈ A için f (x )≤ g (x ) ise lim
x→a

f (x )≤ lim
x→a

g (x ) dir.

Sonuç 1 a ∈ � noktası A kümesinin limit noktası ve c1,c2, · · · ,cn ∈ � olmak üzere f 1, f 2, · · · , f n : A → � fonksi-
yonları verilsin. i = 1,2, · · · ,n için lim

x→a
f i (x ) = l i olsun. Bu durumda c1 f 1 + c2 f 2 + · · ·+ cn f n : A → � fonksiyonu

için
lim
x→a
(c1 f 1+ c2 f 2+ · · ·+ cn f n )(x ) = c1l 1+ c2l 2+ · · ·+ cn l n

dir.
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Sonuç 2 a ∈ � noktası A kümesinin limit noktası ve c1,c2, · · · ,cn ∈ � olmak üzere f 1, f 2, · · · , f n : A → � fonksi-
yonları verilsin. i = 1,2, · · · ,n için lim

x→a
f i (x ) = l i olsun. Bu durumda f 1 f 2 · · · f n : A→� fonksiyonu için

lim
x→a
( f 1 f 2 · · · f n )(x ) = l 1l 2 · · · l n

dir.

Örnek 6 c ∈� olmak üzere her n ∈� için f (x ) = cx n şeklinde tanımlı f :�→� fonksiyonu için lim
x→a
(cx n ) = c a n

olduğunu gösterelim.

Çözüm. Çarpım kuralı gereğince

lim
x→a
(cx n ) = c lim

x→a
x lim

x→a
x · · · lim

x→a
x︸ ︷︷ ︸

n tane

= c a a · · ·a︸ ︷︷ ︸
n tane

= c a n

dir.

Örnek 7 c1,c2, · · · ,cn ∈� olmak üzere f (x ) = cn x n+cn−1x n−1+· · ·+c1x+c0 şeklinde tanımlı f :�→� fonksiyonu
için

lim
x→a

f (x ) = cn a n + cn−1a n−1+ · · ·+ c1a + c0

olduğunu gösterelim.
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Çözüm. Örnek 6 ve toplam kuralı gereğince

lim
x→a

f (x ) = lim
x→a
(cn x n + cn−1x n−1+ · · ·+ c1x + c0) = cn lim

x→a
x n + cn−1 lim

x→a
x n−1+ · · ·+ c1 lim

x→a
x + lim

x→a
c0

= cn a n + cn−1a n−1+ · · ·+ c1a + c0

dır.

Örnek 8 lim
x→0

1− cosx

x
= 0 olduğunu gösterelim.

Çözüm.
2 sin2
�x

2

�
= 1− cosx

olduğundan

sin2
�x

2

�
=

1− cosx

2
olur. Böylece x �= 0 için

sin2
�x

2

�
x

2

=
1− cosx

2
x

2
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yani
sin2
�x

2

�
x

2

=
1− cosx

x

olur. Diğer yandan

lim
x→0

sin2
�x

2

�
x

2

= lim
x→0

sin
�x

2

�
x

2

sin
�x

2

�
= lim

x→0

sin
�x

2

�
x

2

lim
x→0

sin
�x

2

�
= 1×0= 0

olduğundan lim
x→0

1− cosx

x
= 0 olur.

Teorem 3 f : A→� bir fonksiyon olmak üzere a , A kümesinin bir limit noktası ve x ∈ A özelliğindeki her x için
f (x )≥ 0 ve lim

x→a
f (x ) = l ≥ 0 olsun. Bu durumda lim

x→a

�
f (x ) =

�
l dir.

Örnek 9 lim
x→3

�
2x 2+3x +9 limitini bulalım.

Çözüm. lim
x→3
(2x 2+3x +9) = 36 olduğundan Teorem 3 gereğince lim

x→3

�
2x 2+3x +9=

�
36= 6 olur.
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Örnek 10 lim
x→1

�
x 3+8 limitini bulalım.

Çözüm. lim
x→1
(x 3+8) = 9 olduğundan Teorem 3 gereğince lim

x→1

�
x 3+8=

�
9= 3 olur.

Teorem 4 f , g : A→� iki fonksiyon olmak üzere a , A kümesinin bir limit noktası ve

x ∈ (a − r,a + r )∩A

özelliğindeki her x �= a için f (x ) = g (x ) özelliğine sahip bir r > 0 olsun. Bu durumda lim
x→a

f (x ) varsa lim
x→a

g (x )

vardır ve lim
x→a

g (x ) = lim
x→a

f (x ) dir.

Örnek 11 lim
x→−2

x +2�
x 2+5−3

limitini bulalım.

Çözüm. Teorem 3 gereğince
lim

x→−2

��
x 2+5−3
�
= 0

olduğundan bölüm kuralını bu fonkiyona uygulayamayız. Diğer taraftan x �=−2 için
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x +2�
x 2+5−3

=
(x +2)
��

x 2+5+3
�

��
x 2+5−3
���

x 2+5+3
� = (x +2)
��

x 2+5+3
�

x 2−4

=
(x +2)
��

x 2+5+3
�

(x +2)(x −2)
=

�
x 2+5+3

x −2

dir. Böylece Teorem 4 ve bölüm kuralı gereğince

lim
x→−2

x +2�
x 2+5−3

= lim
x→−2

�
x 2+5+3

x −2
=

lim
x→−2

��
x 2+5+3
�

lim
x→−2

(x −2)
=

�
(−2)2+5+3

(−2)−2
=

6

−4
=
−3

2

elde edilir.

Teorem 5 (Fonksiyon Limitleri İçin Sandviç Özelliği) f , g ,h : A → � fonksiyonları verilsin ve x ∈ (a −
r,a + r )∩ (A\{a}) özelliğindeki her x ∈ A için h(x ) ≤ f (x ) ≤ g (x ) olacak şekilde bir r > 0 olsun. Bu durumda
lim
x→a

h(x ) = lim
x→a

g (x ) = l ise lim
x→a

f (x ) = l dir.
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Örnek 12 lim
x→0

x sin

�
1

x

�
= 0 olduğunu gösterelim.

Çözüm. Her x �= 0 için ����x sin

�
1

x

�����≤ |x |
����sin

�
1

x

�����≤ |x |
olduğundan

−x ≤ x sin

�
1

x

�
≤ x

dir. Sandiviç özelliği gereğince

lim
x→0
(−x )≤ lim

x→0
x sin

�
1

x

�
≤ lim

x→0
x

dir. Böylece

0≤ lim
x→0

x sin

�
1

x

�
≤ 0

yani lim
x→0

x sin

�
1

x

�
= 0 dır. (Şekil .? e bakınız.)

x

y

y
=

x
y =
−x
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