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Tek Taraflı Limitler

Tanım 1 (Sağdan ve Soldan Limit) (a). f : A → � bir fonksiyon ve a noktası bazı b ∈ � için A ∩ (a ,b )
kümesinin bir limit noktası olsun. Her ε > 0 için bir δ> 0 sayısı

x ∈A ∩ (a ,a +δ)

özelliğindeki her x için �� f (x )− l
��< ε

olacak şekilde varsa x , a ya sağdan yaklaşırken f nin limiti l dir denir ve bu durum

x → a+ iken f (x )→ l veya f (x+) = lim
x→a+

f (x ) = l

şeklinde gösterilir. Yani her ε > 0 için bir δ> 0 sayısı

0< x −a <δ

özelliğindeki her x ∈ A için �� f (x )− l
��< ε

olacak şekilde varsa x , a ya sağdan yaklaşırken f nin limiti l dir denir. (Şekil .? e bakınız.)

l − ε

l + ε

l

a a +δ x

y



Tek Taraflı . . .

Tek Taraflı Limitler 3/13

(b). f : A →� bir fonksiyon ve a noktası bazı c ∈� için A ∩ (c ,a ) kümesinin bir limit noktası olsun. Her ε > 0
için bir δ > 0 sayısı

x ∈A ∩ (a −δ,a )
özelliğindeki her x için �� f (x )− l

��< ε
olacak şekilde varsa x , a ya soldan yaklaşırken f nin limiti l dir denir ve bu durum

x → a− iken f (x )→ l veya f (x−) = lim
x→a−

f (x ) = l

şeklinde gösterilir. Yani her ε > 0 için bir δ> 0 sayısı

−δ< x −a < 0

özelliğindeki her x ∈ A için �� f (x )− l
��< ε

olacak şekilde varsa x , a ya soldan yaklaşırken f nin limiti l dir denir. (Şekil .? e bakınız.)�l − ε

l + ε

l

aa −δ x

y
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Teorem 1 f : A →� bir fonksiyon ve a noktası A kümesinin bir limit noktası olsun. Bu durumda lim
x→a

f (x ) = l

olması için gerek ve yeter şart lim
x→a+

f (x ) = lim
x→a−

f (x ) = l olmasıdır.

Sonuç 1 g : (a ,b )→ �, h : (b ,c )→ � fonksiyonlarının b noktasında sırasıyla soldan ve sağdan limitleri var ve
eşit olsun. Bu durumda

f (x ) =

�
g (x ), x ∈ (a ,b )
h(x ), x ∈ (b ,c )

şeklinde tanımlı f fonksiyonunun b noktasında limiti vardır ve lim
x→b

f (x ) = lim
x→b−

g (x ) = lim
x→b+

h(x ) dir.

Örnek 1 Aşağıdaki fonksiyonların verilen noktalardaki tek taraflı limitlerini bulalım.

(a). f (x ) =
x 2−4

|x −2| x = 2 (b). f (x ) =
�

1− cos2x

x
x = 0

Çözüm.

(a). x < 2 için |x −2|=−(x −2) olduğundan f (x ) =
x 2−4

−(x −2)
dir. Dolayısıyla,

f (2−) = lim
x→2−

f (x ) = lim
x→2−

(x −2)(x +2)
−(x −2)

= lim
x→2−
(−(x +2)) =−4



Tek Taraflı . . .

Tek Taraflı Limitler 5/13

dür. x > 2 için |x −2|= x −2 olduğundan f (x ) =
x 2−4

x −2
dir. Dolayısıyla,

f (2+) = lim
x→2+

f (x ) = lim
x→2+

(x −2)(x +2)
(x −2)

= lim
x→2+
(x +2) = 4

dür. Bu durumda f nin 2 noktasında limiti yoktur.

(b). Her x �= 0 için

f (x ) =
�

1− cos2x

x
=

�
2 sin 2x

x
=

�
2 |sinx |

x
ve

|sinx |=
⎧
⎨
⎩sinx , 0< x <

π

2
−sinx , −π

2
< x < 0

dir. Böylece,

f (0−) = lim
x→0−

f (x ) = lim
x→0−

�
−�2

sinx

x

�
=−�2

ve
f (0+) = lim

x→0+
f (x ) = lim

x→0+

��
2

sinx

x

�
=
�

2
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bulunur. Bu durumda f nin 0 noktasında limiti yoktur. (Şekil .? e bakınız.)

Tanım 2 (a). A ⊆� ve [a ,∞)⊂ A olacak şekilde bir a ∈� olsun. Her ε > 0 için bir M > 0 sayısı x >M özelliğini
sağlayan her x ∈ A için

��f (x )− l
�� < ε olacak şekilde bulunabiliyorsa, f fonksiyonunun x →∞ için limiti l

dir denir ve lim
x→∞ f (x ) = l şeklinde gösterilir. (Şekil .? e bakınız.)

(b). A ⊆� ve (−∞,a ]⊂ A olacak şekilde bir a ∈� olsun. Her ε > 0 için bir K < 0 sayısı x < K özelliğini sağlayan
her x ∈ A için
��f (x )− l
��< ε olacak şekilde bulunabiliyorsa, f fonksiyonunun x →−∞ için limiti l dir denir

ve lim
x→−∞ f (x ) = l şeklinde gösterilir. (Şekil .? e bakınız.)�

Örnek 2 lim
x→∞

sinx

x
= 0 olduğunu gösterelim.

Çözüm. Limitin tanımına göre, her ε > 0 sayısı için bir M > 0 sayısının x >M özelliğindeki her x için����sinx

x

����< ε
olacak şekilde bulunabileceğini göstermeliyiz. ε > 0 verilsin ve M =

1

ε
diyelim. Bu durumda x >M özelliğindeki

her x için

M

K

x

y

�

1−cos(2x )
x

x

y
�

2

−

�

2

π

2

π

3π
2

2π

−

π

2−π
−

3π
2

−2π
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����sinx

x

����≤ |sinx |
|x | ≤

1

|x | =
1

x
<

1

M
< ε

olur. Yani
lim
x→∞

sinx

x
= 0

bulunur.

Örnek 3 Limitin tanımını kullanarak lim
x→∞

3x +2

2x +1
=

3

2
olduğunu gösterelim.

Çözüm. Limitin tanımına göre, her ε > 0 sayısı için bir M > 0 sayısının x >M özelliğindeki her x için����3x +2

2x +1
− 3

2

����< ε (1)

olacak şekilde bulunabileceğini göstermeliyiz. x �= 3

2
özelliğindeki her x ∈� için����3x +2

2x +1
− 3

2

����=
����6x +4−6x −3

4x +2

����= 1

|4x +2| <
1

|4x | < ε
dir. Böylece x > 0 özelliğindeki her x ∈� için
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1

4x
< ε

ve buradan
x >

1

4ε
bulunur. O halde ε > 0 için

M =
1

4ε
alınabilir ve her x >M için (1) eşitsizliği gerçeklenir. Yani

lim
x→∞

3x +2

2x +1
=

3

2

olur. Örneğin ε = 0.01 için

M =
1

0.04
= 25

alınabilir.
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Tanım 3 f : A→� bir fonksiyon ve a noktası A kümesinin bir limit noktası olsun.

(a). Her M > 0 sayısı için bir δ> 0 sayısı 0< |x −a |<δ özelliğini sağlayan her x ∈ A için f (x )>M olacak şekilde
varsa, x → a için f fonksiyonunun limiti ∞ dur denir ve lim

x→a
f (x ) =∞ şeklinde gösterilir.

(b). Her K < 0 sayısı için bir δ> 0 sayısı 0< |x −a |<δ özelliğini sağlayan her x ∈ A için f (x )< K olacak şekilde
varsa, x → a için f fonksiyonunun limiti −∞ dur denir ve lim

x→a
f (x ) = −∞ şeklinde gösterilir.(Şekil .? e

bakınız.)�

Not 1 (i). lim
x→a

f (x ) =∞ olması için gerek ve yeter şart lim
x→a+

f (x ) = lim
x→a−

f (x ) =∞ olmasıdır.

(ii). lim
x→a

f (x ) =−∞ olması için gerek ve yeter şart lim
x→a+

f (x ) = lim
x→a−

f (x ) =−∞ olmasıdır.

Örnek 4 Limitin tanımını kullanarak lim
x→1

1

(1−x )2
=∞ olduğunu gösterelim.

Çözüm. Her K > 0 sayısı için bir δ> 0 sayısının

0< |x −1|<δ
özelliğini sağlayan her x ∈� için

M

K

aa −δ a +δ

aa −δ a +δ

x

y
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���� 1

(1−x )2

����= 1

(1−x )2
> K

olacak şekilde bulunabileceğini göstermeliyiz. Keyfi bir K > 0 sayısı seçelim ve
1

(1−x )2
> K (2)

eşitsizliğini çözelim. Buradan

|1−x |< 1�
K

(K > 0)

elde edilir. Böylece K > 0 sayısı için δ =
1�
K

alınırsa 0 < |1−x | < δ özelliğindeki her x ∈ � için (2) eşitsizliği

gerçeklenir. Yani

lim
x→1

1

(1−x )2
=∞

dur.
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Tanım 4 (a). A ⊆ � ve [a ,∞) ⊂ A olacak şekilde bir a ∈ � olsun. Her K > 0 sayısı için bir M sayısı x >M
özelliğini sağlayan her x ∈ A için f (x )> K olacak şekilde bulunabiliyorsa, f fonksiyonunun x →∞ için limiti
∞ dur denir ve lim

x→∞ f (x ) =∞ şeklinde gösterilir. Şekil .? ya bakınız.

(b). A ⊆ � ve [a ,∞) ⊂ A olacak şekilde bir a ∈ � olsun. Her K < 0 sayısı için bir M sayısı x >M özelliğini
sağlayan her x ∈ A için f (x )< K olacak şekilde bulunabiliyorsa, f fonksiyonunun x →∞ için limiti −∞ dur
denir ve lim

x→∞ f (x ) =−∞ şeklinde gösterilir. Şekil .? ye bakınız.

(c). A ⊆ � ve (−∞,a ] ⊂ A olacak şekilde bir a ∈ � olsun. Her K > 0 sayısı için bir M sayısı x <M özelliğini
sağlayan her x ∈ A için f (x )> K olacak şekilde bulunabiliyorsa, f fonksiyonunun x →−∞ için limiti ∞ dur
denir ve lim

x→−∞ f (x ) =∞ şeklinde gösterilir. Şekil .? ya bakınız.

(d). A ⊆ � ve (−∞,a ] ⊂ A olacak şekilde bir a ∈ � olsun. Her K < 0 sayısı için bir M sayısı x <M özelliğini
sağlayan her x ∈ A için f (x ) < K olacak şekilde bulunabiliyorsa, f fonksiyonunun x →−∞ için limiti −∞
dur denir ve lim

x→−∞ f (x ) =−∞ şeklinde gösterilir. Şekil .? ye bakınız.�f

M

K

x

y
f

M

K

x

y

f

M

K

x

y
f

M

K

x

y
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Örnek 5 n ,m ∈� olsun.

(a). lim
x→∞

1
n
�

x m
= 0 olduğunu gösterelim.

(b). n tek bir doğal sayı veya m çift bir doğal sayı ise lim
x→−∞

1
n
�

x m
= 0 olduğunu gösterelim.

Çözüm.

(a). ε > 0 sayısı verilsin. Bu durumda x > 0 olduğu göz önüne alınırsa

1
n
�

x m
=

���� 1
n
�

x m

����< ε
ise

m

	
1

εn
< x

olur. Bu durumda K = m

	
1

εn
alınırsa x > K olduğunda

���� 1
n
�

x m

����< ε olur. Yani lim
x→∞

1
n
�

x m
= 0 olur.
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(b). ε > 0 sayısı verilsin. Bu durumda
1

|x |mn =
���� 1

n
�

x m

����< ε
ise

m

	
1

εn
< |x |

olur. x < 0 olduğu göz önüne alınırsa x <− m

	
1

εn
olur. Bu durumda K =− m

	
1

εn
alınırsa x < K olduğunda���� 1

n
�

x m

����< ε olur. Yani lim
x→−∞

1
n
�

x m
= 0 olur.
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