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Sureklilik Kavrami

Siireklilik kavrami bir fonksiyonun tanim kiimesine ait bir x, noktasi icin f(x,) noktasi ve xq in civarindaki davranisi
hakkinda bilgi verir. Siireklilik matematik ve bir ¢ok bilim dalinda uygulamalari olan énemli bir kavramdir.

Xo €R ve A kiimesi R nin bir £ > 0 reel sayisi icin (xo—&,x0+ &) C A dzelligine sahip bir alt kiimesi olmak iizere
bazi f: A — R fonksiyonlari icin x bagimsiz degiskeni x, reel sayisina yeterince yakin tutularak f(x) degerleri
f(xo) degerine istenildigi kadar yakin tutulabilir. Bazi f: A — R fonksiyonlari icin x bagimsiz degiskeni x, reel
sayisina yeterince yakin tutularak f(x) degerleri f(x,) degerine istenildigi kadar yakin tutulamaz. Ornegin,

f(x)={1’ =

3, x>1

fonksiyonunu géz oniine alalim. xo =1 icin x degerleri xo ya ne kadar yakin secilirse secilsin f(x) degerlerini
f(x0) = f(1) = 1 sayisina istedigimiz kadar yakin tutamayiz. Sekil ? ye bakiniz. Bu f fonksiyonunun x, =1
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Daha genel olarak f: A — R bir fonksiyon ve xy € A olmak lizere x € A degerlerini x, a yeterince yakin tutarak s
f(x) degerlerini f(xo) sayisina istedigimiz kadar yakin tutabiliyorsak f ye x, noktasinda siireklidir denir.

Bir Fonksiyonun Siirekliligi h
Tanim 1 ACR ve xo € A olmak iizere f: A— R bir fonksiyon olsun. Her & >0 sayisi icin bir 6 >0 sayist |
lx — xo| < & ozelligindeki her x € A icin S -
|f(x)— flxo)| < Tek Tarafh...
olacak sekilde varsa f fonksiyonuna x, noktasinda siireklidir denir. f fonksiyonu her x € A noktasinda siirekli ;‘I’IL‘;':; -
ise f ye (A lizerinde) siirekli fonksiyon denir. & Kapah ve...
Ters Fonksi- . ..

Siireksizlik . . .
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Ornek 2 f(x)=ax+b (a#0) seklinde taniml f:R— R fonksiyonunun siirekli oldugunu gésterelim.

Coziim. Keyfi bir x, noktasi secelim. Her & >0 sayisi icin bir § >0 sayisinin |x — xo| < & 6zelligini saglayan her
x €R icin |f(x)—f(x0)| < ¢ olacak sekilde bulunabilecegini gostermeliyiz. & > 0 sayisi verilsin ve 6§ >0 olsun. Bu
durumda |x — x| < 6 ise

| f(x) = f(xo)| = l(@ax +b) - (axo+ b)| = |ax + b — axo — b| = |a(x — xo)| =|al|x — x| <|a| &

. & .
olur. Boylece 6 = a secersek |x —xo| <0 ise
a

| f(x) = f(xo)| =lallx — x| < |a| 6 = Ial||
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Bir Fonksiyonun Siirekliligi 5/24
Ornek 3 f(x)=1[x] seklinde taniml f:R— R tam deger fonksiyonunun g

(a). xo€Z noktasinda siirekli olmadigini gésterelim.

(b). xo € R\Z noktasinda siirekli oldugunu gésterelim. /
Coziim.
.. o .. » 5 Siireklilik . . .
(a). e= 5 verilsin. 1>6 >0 olsun. x =x,— 5 igin |x —xo| < & olur. Diger yandan xo—1<x < x, oldugu da Bir Fonksiy...
g6z oniine alinirsa gjfe:}?raﬂ'
|f(x)—f(x0)| =|[x]—[xoll=lx0—1—xo|=1>¢ Bileske.. ..
olur. Ohalde f fonksiyonu x, noktasinda siirekli degildir. Sekil ? ya bakiniz. 'P;:rza:;o‘:k-si-...

(b). xo € R\Z oldugundan n—1 < xy < n olacak sekilde bir n € Z vardir. Bu durumda [x,] = n—1 dir. [GiELE
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Teorem 1 f: A — R fonksiyonunun xo € A noktasinda siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart her n € N icin
X, €A olmak iizere x, — x, 6zelligine sahip her (x,) dizisi icin f(x,)— f(xo) olmasidir.

Sonug 1 ACR ve xo €R noktasi A kiimesinin bir limit noktasi ve f:A— R bir fonksiyon olsun. Bu durumda
f nin xo noktasinda siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart lim f(x)= f(xo) olmasidir.
X—X0

Tek Tarafh Siireklilik
Tanim 2 (Sagdan ve Soldan Siireklilik)

(a).- ACR ve xo € A noktasi bazi b € R icin AN(xo,b) kiimesinin bir limit noktasi ve f: A — R bir fonksiyon
olsun. lim+ f(x)= f(xo) ise f ye xo noktasinda sagdan siirekli dir denir. Yani verilen her ¢ >0 icin

X=X,

|[x — x| <0 ve xo<x
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|x —x0| <0 ve xo=>x
ozelligindeki her x € A igin
|f(x)— flxo)| < &

olacak sekilde bir 6 >0 sayisi varsa f ye x, noktasinda soldan siirekli dir denir. &1

Sonug 2 ACR ve xo €R noktasi A kiimesinin bir limit noktasi ve f:A— R bir fonksiyon olsun. Bu durumda [ i

f nin xo noktasinda siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart f nin x, da sagdan ve soldan siirekli olmasidir. Bir Fonksiy...
Tek Tarafh...

Ornek 4 f(x)=[x] seklinde tanimli tam deger fonksiyonunun n € N noktasinda siirekli olmadigini Sonug 2 yi [Sksi
kullanarak gésterelim.

Bileske. ..
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seklinde tanimli f fonksiyonunun 0 noktasinda siirekli olmadigini gosterelim.

Coziim. liI‘(I)l_f(x) = lir(x)1_(—x+ 1)=1 ve lir(x)}rf(x) = 1i1})1+x2 =0 dir. lil})l_f(x) # lir(I)}rf(x) oldugundan f, 0

noktasinda siirekli degildir.2

Ornek 6

flx)= e (%)’ x#0 Siireklilik . ..

Bir Fonksiy. ..
0, x=0 Tek Tarafh...
Siirekli. . .
fonksiyonunun siirekli oldugunu gésterelim. Bileske ...
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Sonug¢ 3 g:[a,b]— R, h:[b,c] =R fonksiyonlari b noktasinda sirasiyla soldan ve sagdan siirekli olsunlar. Bu
durumda g(b)= h(b) ise

_ | &x), xe€la,b]
! (x)_{h(x), xelb,cl

seklinde tanimli f fonksiyonu b noktasinda siireklidir.

Ornek 7 Siireklilik . . .
3 Bir Fonksiy. ..
x+-, x>0 Tek Tarafli. ..
fx)=13 2 Siirekli . ..
— x<0 Bileske. . .
Kapal ve...
Ters Fonksi- . ..
Siireksizlik . . .




Siirekli Fonksiyonlar Uzerinde Aritmetik islemler
Teorem 2 f, g:A—R fonksiyonlari xo € A noktasinda siirekli olsunlar. Bu durumda

(i). Toplam Kurali: (f + g)(x)= f(x)+ g(x),
(ii). Carpim Kural: (fg)(x) = f(x)g(x),
(iii). Skalerle Carpim Kurali : (cf)(x) =cf(x) (c€R), Siireklilik . . .

Bir Fonksiy. ..

(iv). Boliim Kurah: (f)( = fi ; (her x € A icin g(x)#0) rafll...
Bileske. ..
fonksiyonlari da x, noktasinda siireklidir. $apa|F. vek. %

Siireksizlik . . .
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Coziim. g(x)= x+2 seklinde taniml g; : (—00,0] — R fonksiyonu siirekli oldugundan Teorem 2 geregince
g(x) = (x + 2)? seklinde tanimli g : (—00,0] — R fonksiyonu siireklidir. Benzer sekilde hi(x) = x —2 seklinde
tanimli h; : [0,00) — R fonksiyonu siirekli oldugundan Teorem 2 geregince h(x) = (x —2)* seklinde taniml
h:[0,00) = R fonksiyonu siireklidir. Diger taraftan g(0)= h(0)=4 oldugundan x =0 noktasinda f fonksiyonu
stireklidir. Sekil ? a bakiniz.#

Ornek 9 C = M

tanimli g : R\C — R fonksiyonlarinin siirekli olduklarini gésterelim.

:ke€Z} olsun. f(x)=tanx seklinde tanimh f:R\C — R ve g(x)=secx seklinde

Coziim. x € R\C icin cosx #0 ve R\C iizerinde sinx ve cosx fonksiyonlar siirekli olduklarindan béliim kurali
geregince f, R\C iizerinde siireklidir.
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Ornek 10 S={kmn: k €Z} olsun. x €R\S icin f(x)=cotx seklinde tanimli f : R\S — R ve g(x)=cscx seklinde
tanimli g : R\S — R fonksiyonlarinin siirekli olduklarini gésterelim.

Coziim. x €R\S icin sinx #0 ve R\S lizereinde sinx ve cosx fonksiyonlar siirekli olduklarindan bdlim kural
geregince f, R\S lzerinde siireklidir.

1
g(x) = cscx = —— seklinde tamimli g : R\S — R fonksiyonu x € R\S icin sinx # 0 ve R\S iizerinde sinx
in

sinx
fonksiyonu siirekli oldugundan g fonksiyonu da bdlim kurali geregince R\S lizerinde siireklidir.#

Sonuc 4 fi,f>,+, fn: A—R fonksiyonlari siirekli olsunlar. Bu durumda

(a). ci,¢2,-++, ¢ €ER olmak iizere ¢y fi+ cafo+---+ cufn: A—R fonksiyonu siireklidir.
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Ornek 12 ¢,,¢s,--,c, € R olmak iizere f(x) = cpx" + cpox" L+« + c1x + ¢y seklinde taniml f : R — R
fonksiyonunun siirekli oldugunu gésterelim.

Coziim. Ornek 11 ve toplam kural geregince f fonksiyonu siireklidir.#

Ornek 13
)= p(x)  cax"+cpax® -t ax+co -
G(x)  dpx™ +dpyx" 1+ dyx+do Bt Fonkely
rasyonel fonksiyonunun q(x)#0 &ézelligindeki her x € R noktasinda siirekli oldugunu gésterelim. Tek Tarafl. ..

Siirekli . . .
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Coziim. Ornek 12 geregince

px)=cpx"+cp1x" T+t c1x+ ¢
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Teorem 3 (Siireklilik icin Sandivic Kural) x, €A olmak iizere f:A—R, g:A—R, h:A—R fonksiyonlari
verilsin ve

(i). Her x €(xo—€,x0+¢€) icin h(x) < f(x) < g(x) olacak sekilde bir £ >0 sayisi var, > @!
(ii)- f(x0)= g(x0)= hxo), 1

(iii). h ve g fonksiyonlar x, noktasinda siirekli

sartlari saglansin. Bu durumda f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir. Siireklilik . . .
Bir Fonksiy. ..
Tek Tarafli. ..
Bileske Fonksiyonlarin Siirekliligi T
ileske. ..
Kapal ve...

Ters Fonksi- . ..
Siireksizlik . . .

Teorem 4 (Blleske Fonk5|yonun Surekllllgl) f(A) - B olmak iizere f A — B fonksiyonu x, da surekll ve




Bileske Fonksiyonlarin Siirekliligi 15/24
Coziim.
(1). Her x icin g(x)= x fonksiyonu siirekli ve x # 0 i¢in h(x) = - fonksiyonu siireklidir. Bdylece bileske ve

1
carpim kurali geregince x #0 icin f(x)=x cos (;) fonksiyonu siireklidir. Bu durumda f fonksiyonu x #0

noktalarinda stireklidir.

(ii). h(x) = —|x| ve g(x) = |x| fonksiyonlari x = 0 da siireklidir. Her x icin h(x) < f(x) < g(x) oldugundan
sandivi¢ kurali geregince f fonksiyonu 0 noktasinda siireklidir. (Sekil ® ya bakiniz.)

(i) ve (ii) geregince f her x noktasinda siireklidir.#

Teorem 5 f(A)C B olmak iizere f:A—R, g: B— R fonksiyonlari verilsin ve xo, A nin bir limit noktasi olsun.
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Bileske Fonksiyonlarin Siirekliligi

Not 1 Teorem 5 in kosullari altinda

olur. &

lim (g o f)(x) = g(lim f(x)) = f}ggl g(f(x))=g(l)

Ornek 15 lim3x;1 limitini bulalim.

x—1

Coziim. g(z)=

T+x—2

z3_

o ve f(x)= ¥/7+x olsun. Bu durumda

z—2
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Kapali ve Sinirh [a,b] Arahgi Uzerinde Tanimh Siirekli Fonksiyonlar

Teorem 6 f:[a,b] — R fonksiyonu siirekli olsun. Bu durumda

(i). f, la,b] iizerinde sinirlidir. : h
(ii). f fonksiyonu maksimum ve minimum degerlerini [a,b] izerinde alir.

. . . ! Siireklilik . . .
Teorem 7 (Aradeger Teoremi) f:[a,b] — R fonksiyonu siirekli ve m = min f(x), M = max f(x) olsun. Bu B?,reFonksiy___
durumda m < ¢ < M é&zelligini saglayan her ¢ €R igin bir xo € [a,b] noktasi f(xo)=c olacak sekilde mevcuttur. RESELIES
Siirekli. ..
Bileske. ..
Kapal ve...

Sonug 5 f:[a,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f(a)f(b) <0 ise en az bir x, € (a,b) noktasi

icin f(xo)=0 olur. Ters Fonksi- . . .
Siireksizlik . . .
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. T
Ornek 17 f(x) =sinx seklinde tanimli f : R — R fonksiyonunun (_5'5) araliginda bir kékiiniin oldugunu 9
gosterelim. TS
/)
-7 v :
Coziim. f(x)=sinx fonksiyonu reel eksen iizerinde siireklidir. f(?) =-1<0 ve f(E) =1>0 dir. Bu :
durumda f(—)f(—) < 0 oldugundan Sonug 5 geregince fonksiyonun (—,—) araliginda bir koki vardir.
2 2 2 2 Siireklilik . . .
Sekil P ye bakiniz.# Bir Fonksiy . ..
Tek Tarafh...
Ornek 18 gl.JIreI;h...
2n+1 2n 2 ilegke. ..
Ban1 X" 4+ A0y x®" 4+ axx® +a1x+ap=0 (1) “Kapah ve...
= ° Ters Fonksi- ...

Siireksizlik . . .
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olur. Boylece, a <b ve f(a) <0, f(b)> 0 olacak sekilde a,b sayilari mevcuttur. Sonug¢ 5 geregince f(c¢)=0
olacak sekilde bir ¢ € (a,b) sayisi mevcuttur. Yani (1) esitliginin en az bir kokii vardir. a,,+1 <0 ise benzer
sekilde (1) esitliginin en az bir kokii oldugu gosterilir. £

Sonug 6 f:[a,b] — [a,b] siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f(x,) = xo olacak sekilde bir x, € [a, b]
noktasi vardir.

Sonug 7 f:[a,b] — R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f([a,b]) kapali ve sinirli bir araliktir.

Teorem 8 f:[a,b] — R fonksiyonu stirekli olsun. f nin bire-bir olmasi icin gerek ve yeter sart f nin kesin artan
veya kesin azalan olmasidir.
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Siireksizlik Noktalar ,;
7

Tanim 3 x, noktasi A nin bir limit noktasi olmak iizere f:A— R bir fonksiyon olsun.
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Siireksizlik Noktalan 21/24

Ornek 19 Asagidaki fonksiyonlarinin birinci cinsten siireksizlik noktalarini ve sicramalarini bulalim. ,; :,
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Siireksizlik Noktalar
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Siireksizlik Noktalar

()2 P
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