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Türev Kavramı

Bu bölümde limit kavramına dayanan türev kavramını inceleyeceğiz. Türev kavramı matematiksel analiz ve diğer
bir çok bilim dalında çok geniş uygulamaları olan önemli bir kavramdır. x0 ∈A olmak üzere tanım kümesi A olan

y = f (x ) fonksiyonu verildiğinde x bağımsız değişkeni x0 a yaklaşırken
f (x )− f (x0)

x −x0
değerlerinin bir reel sayıya

yaklaşıp yaklaşmadığı, yaklaşıyorsa hangi reel sayıya yaklaştığı türev kavramı ile belirlenir. Örneğin,

f (x ) =

�
x 2+1, x ≤ 0

−x 2+x +1, x > 1

fonksiyonunu göz önüne alalım. x0 = 0 olmak üzere x , 1 den 0 a yaklaşırken
f (x )− f (x0)

x −x0
değerleri 1 e ve x , −1

den 0 a yaklaşırken
f (x )− f (x0)

x −x0
değerleri 0 a yaklaşır. Bu durumda lim

x→0

f (x )− f (x0)
x −x0

limiti yoktur. Tablo .? ve

Şekil .? ye bakınız.

Şimdi f (x ) = x 2+1 fonksiyonunu göz önüne alalım. x0 = 0 olmak üzere x , 1 ve −1 den 0 a yaklaşırken
f (x )− f (x0)

x −x0

değerleri 0 a yaklaşır. Bu durumda lim
x→0

f (x )− f (x0)
x −x0

= 0 değerine f fonksiyonunun x0 = 0 noktasındaki türevi

denir. Tablo .? ve Şekil .? ye bakınız.

1

2

3

−1

1 2−1

x

yx x −0 f (0) f (x ) f (x )− f (0)
f (x )− f (0)

x −0
1 1 1 2 1 1
0.1 0.1 1 1.01 0.01 0.1
0.01 0.01 1 1.0001 0.0001 0.01
0.001 0.001 1 1.000001 0.000001 0.001
0.0001 0.0001 1 1.00000001 0.00000001 0.0001
0.00001 0.00001 1 1.0000000001 0.0000000001 0.00001
0.000001 0.000001 1 1.000000000001 0.000000000001 0.000001
0.0000001 0.0000001 1 1.00000000000001 0.00000000000001 0.0000001

x x −0 f (0) f (x ) f (x )− f (0)
f (x )− f (0)

x −0
−1 −1 1 2 1 −1
−0.1 −0.1 1 1.01 0.01 −0.1
−0.01 −0.01 1 1.0001 0.0001 −0.01
−0.001 −0.001 1 1.000001 0.000001 −0.001
−0.0001 −0.0001 1 1.00000001 0.00000001 −0.0001
−0.00001 −0.00001 1 1.0000000001 0.0000000001 −0.00001
−0.000001 −0.000001 1 1.000000000001 0.000000000001 −0.000001
−0.0000001 −0.0000001 1 1.00000000000001 0.00000000000001 −0.0000001

1

2

3

−1

1 2−1

x

yx x −0= x f (0) f (x ) f (x )− f (0)
f (x )− f (0)

x −0
1 1 1 1 0 0
0.1 0.1 1 1.09 0.09 0.9
0.01 0.01 1 1.0099 0.0099 0.99
0.001 0.001 1 1.000999 0.000999 0.999
0.0001 0.0001 1 1.00009999 0.00009999 0.9999
0.00001 0.00001 1 1.0000099999 0.0000099999 0.99999
0.000001 0.000001 1 1.000000999999 0.000000999999 0.999999
0.0000001 0.0000001 1 1.00000009999999 0.00000009999999 0.9999999

x x −0= x f (0) f (x ) f (x )− f (0)
f (x )− f (0)

x −0
−1 −1 1 2 1 −1
−0.1 −0.1 1 1.01 0.01 −0.1
−0.01 −0.01 1 1.0001 0.0001 −0.01
−0.001 −0.001 1 1.000001 0.000001 −0.001
−0.0001 −0.0001 1 1.00000001 0.00000001 −0.0001
−0.00001 −0.00001 1 1.0000000001 0.0000000001 −0.00001
−0.000001 −0.000001 1 1.000000000001 0.000000000001 −0.000001
−0.0000001 −0.0000001 1 1.00000000000001 0.00000000000001 −0.0000001
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Daha genel olarak f : A→� bir fonksiyon ve x0 ∈ A olmak üzere lim
x→x0

f (x )− f (x0)
x −x0

limiti varsa bu limite f nin x0

noktasındaki türevi denir.

Türev Tanımı

Tanım 1 f : A→� bir fonksiyon olsun. x0 ∈ A olmak üzere

lim
x→x0

f (x )− f (x0)
x −x0

(1)

limiti varsa, bu limite f fonksiyonunu x0 noktasındaki türevi ve f fonksiyonuna da x0 noktasında türev-
lenebilir denir. f , A nın her noktasında türevlenebilir ise f ye (A üzerinde) türevlenebilir denir. f nin bir
x0 ∈ A noktasındaki türevi f ′(x0) şeklinde gösterilir.

x = x0+h denilirse x → x0 iken h→ 0 olur. Buna göre

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x )− f (x0)
x −x0

= lim
h→0

f (x0+h)− f (x0)
h

(2)

olarak da yazılabilir. f nin her x ∈ A noktasında türevi varsa f ′(x ) = lim
x ′→x

f (x ′)− f (x )
x −x

şeklinde bir f ′ : A→� bir

fonksiyonu tanımlanır. Bu şekilde tanımlanan f ′ fonksiyonuna f nin türev fonksiyonu denir. �
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Not 1 (i). y = f (x ) denilirse f nin türev fonksiyonu
dy

dx
=

d

dx
f (x ) = f ′(x )

ve f nin x0 ∈ A noktasındaki türevi de
dy

dx

���
x=x0

=
d f (x )

dx

���
x=x0

= f ′(x0)

şeklinde de gösterilir. Bu gösterimlere Leibniz gösterimi denir.
(ii). Geometrik olarak f ′(x0) türevinin değeri, f fonksiyonunu grafiğinin, (x0, f (x0)) noktasındaki teğet doğrusu-

nun eğimini verir. (Şekil .? ye bakınız.) Bu durumda (x0, f (x0)) noktasından geçen ve fonksiyonun grafiğine
teğet olan doğrunun (teğet) denklemi

y (x ) = f ′(x0)(x −x0)+ f (x0)

ve fonksiyonun grafiğine dik olan doğrunun (normal) denklemi

y (x ) =
−1

f ′(x0)
(x −x0)+ f (x0)

olur. Eğer (1) ile verilen limit ∞ veya −∞ ise f fonksiyonunu x noktasındaki türevi sonsuzdur denir. Bu
durumda f fonksiyonunu grafiğinin x0 noktasındaki teğet doğrusu x -eksenine dik olur.�

1

2

3

1 2 3 4−1
x0

f (x0)

x

x

y

f (x )

(x0 , f (x0 ))

(x , f (x ))

Teğet doğru

f
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Sin(x) Fonksiyonunun Teğetleri

x

y
f (x ) = sin(x )

x : -3.14

f (-3.14) = sin(-3.14) : 0.0

f ′(-3.14) = cos(-3.14) : -1.0

Teğetin Eğimi : -1.0

y -ekseni ile kesişimi: -3.14

Teğetin Denklemi: y = -1.0 x +-3.14

-3.14
0.0

x : -3.05

f (-3.05) = sin(-3.05) : -0.09

f ′(-3.05) = cos(-3.05) : -1.0

Teğetin Eğimi : -1.0

y -ekseni ile kesişimi: -3.13

Teğetin Denklemi: y = -1.0 x +-3.13

-3.05
-0.09

x : -2.97

f (-2.97) = sin(-2.97) : -0.17

f ′(-2.97) = cos(-2.97) : -0.98

Teğetin Eğimi : -0.98

y -ekseni ile kesişimi: -3.09

Teğetin Denklemi: y = -0.98x +-3.09

-2.97 -0.17

x : -2.88

f (-2.88) = sin(-2.88) : -0.26

f ′(-2.88) = cos(-2.88) : -0.97

Teğetin Eğimi : -0.97

y -ekseni ile kesişimi: -3.04

Teğetin Denklemi: y = -0.97x +-3.04

-2.88 -0.26

x : -2.79

f (-2.79) = sin(-2.79) : -0.34

f ′(-2.79) = cos(-2.79) : -0.94

Teğetin Eğimi : -0.94

y -ekseni ile kesişimi: -2.96

Teğetin Denklemi: y = -0.94x +-2.96

-2.79 -0.34

x : -2.7

f (-2.7 ) = sin(-2.7 ) : -0.42

f ′(-2.7 ) = cos(-2.7 ) : -0.91

Teğetin Eğimi : -0.91

y -ekseni ile kesişimi: -2.87

Teğetin Denklemi: y = -0.91x +-2.87

-2.7 -0.42

x : -2.62

f (-2.62) = sin(-2.62) : -0.5

f ′(-2.62) = cos(-2.62) : -0.87

Teğetin Eğimi : -0.87

y -ekseni ile kesişimi: -2.77

Teğetin Denklemi: y = -0.87x +-2.77

-2.62
-0.5

x : -2.53

f (-2.53) = sin(-2.53) : -0.57

f ′(-2.53) = cos(-2.53) : -0.82

Teğetin Eğimi : -0.82

y -ekseni ile kesişimi: -2.65

Teğetin Denklemi: y = -0.82x +-2.65

-2.53
-0.57

x : -2.44

f (-2.44) = sin(-2.44) : -0.64

f ′(-2.44) = cos(-2.44) : -0.77

Teğetin Eğimi : -0.77

y -ekseni ile kesişimi: -2.51

Teğetin Denklemi: y = -0.77x +-2.51

-2.44
-0.64

x : -2.36

f (-2.36) = sin(-2.36) : -0.71

f ′(-2.36) = cos(-2.36) : -0.71

Teğetin Eğimi : -0.71

y -ekseni ile kesişimi: -2.37

Teğetin Denklemi: y = -0.71x +-2.37

-2.36
-0.71

x : -2.27

f (-2.27) = sin(-2.27) : -0.77

f ′(-2.27) = cos(-2.27) : -0.64

Teğetin Eğimi : -0.64

y -ekseni ile kesişimi: -2.22

Teğetin Denklemi: y = -0.64x +-2.22

-2.27

-0.77

x : -2.18

f (-2.18) = sin(-2.18) : -0.82

f ′(-2.18) = cos(-2.18) : -0.57

Teğetin Eğimi : -0.57

y -ekseni ile kesişimi: -2.07

Teğetin Denklemi: y = -0.57x +-2.07

-2.18

-0.82

x : -2.09

f (-2.09) = sin(-2.09) : -0.87

f ′(-2.09) = cos(-2.09) : -0.5

Teğetin Eğimi : -0.5

y -ekseni ile kesişimi: -1.91

Teğetin Denklemi: y = -0.5 x +-1.91

-2.09

-0.87

x : -2.01

f (-2.01) = sin(-2.01) : -0.91

f ′(-2.01) = cos(-2.01) : -0.42

Teğetin Eğimi : -0.42

y -ekseni ile kesişimi: -1.75

Teğetin Denklemi: y = -0.42x +-1.75

-2.01

-0.91

x : -1.92

f (-1.92) = sin(-1.92) : -0.94

f ′(-1.92) = cos(-1.92) : -0.34

Teğetin Eğimi : -0.34

y -ekseni ile kesişimi: -1.6

Teğetin Denklemi: y = -0.34x +-1.6

-1.92

-0.94

x : -1.83

f (-1.83) = sin(-1.83) : -0.97

f ′(-1.83) = cos(-1.83) : -0.26

Teğetin Eğimi : -0.26

y -ekseni ile kesişimi: -1.44

Teğetin Denklemi: y = -0.26x +-1.44

-1.83

-0.97

x : -1.74

f (-1.74) = sin(-1.74) : -0.98

f ′(-1.74) = cos(-1.74) : -0.17

Teğetin Eğimi : -0.17

y -ekseni ile kesişimi: -1.29

Teğetin Denklemi: y = -0.17x +-1.29

-1.74

-0.98

x : -1.66

f (-1.66) = sin(-1.66) : -1.0

f ′(-1.66) = cos(-1.66) : -0.09

Teğetin Eğimi : -0.09

y -ekseni ile kesişimi: -1.14

Teğetin Denklemi: y = -0.09x +-1.14

1 14

-1.66

-1.0

x : -1.57

f (-1.57) = sin(-1.57) : -1.0

f ′(-1.57) = cos(-1.57) : 0.0

Teğetin Eğimi : 0.0

y -ekseni ile kesişimi: -1.0

Teğetin Denklemi: y = 0.0 x +-1.0

-1.0

-1.57

-1.0

x : -1.48

f (-1.48) = sin(-1.48) : -1.0

f ′(-1.48) = cos(-1.48) : 0.09

Teğetin Eğimi : 0.09

y -ekseni ile kesişimi: -0.87

Teğetin Denklemi: y = 0.09 x +-0.87

-0.87

-1.48

-1.0

x : -1.4

f (-1.4 ) = sin(-1.4 ) : -0.98

f ′(-1.4 ) = cos(-1.4 ) : 0.17

Teğetin Eğimi : 0.17

y -ekseni ile kesişimi: -0.74

Teğetin Denklemi: y = 0.17 x +-0.74

-0.74

-1.4

-0.98

x : -1.31

f (-1.31) = sin(-1.31) : -0.97

f ′(-1.31) = cos(-1.31) : 0.26

Teğetin Eğimi : 0.26

y -ekseni ile kesişimi: -0.63

Teğetin Denklemi: y = 0.26 x +-0.63

-0.63
-1.31

-0.97

x : -1.22

f (-1.22) = sin(-1.22) : -0.94

f ′(-1.22) = cos(-1.22) : 0.34

Teğetin Eğimi : 0.34

y -ekseni ile kesişimi: -0.52

Teğetin Denklemi: y = 0.34 x +-0.52

-0.52
-1.22

-0.94

x : -1.13

f (-1.13) = sin(-1.13) : -0.91

f ′(-1.13) = cos(-1.13) : 0.42

Teğetin Eğimi : 0.42

y -ekseni ile kesişimi: -0.43

Teğetin Denklemi: y = 0.42 x +-0.43

-0.43-1.13

-0.91

x : -1.05

f (-1.05) = sin(-1.05) : -0.87

f ′(-1.05) = cos(-1.05) : 0.5

Teğetin Eğimi : 0.5

y -ekseni ile kesişimi: -0.34

Teğetin Denklemi: y = 0.5 x +-0.34

-0.34-1.05

-0.87

x : -0.96

f (-0.96) = sin(-0.96) : -0.82

f ′(-0.96) = cos(-0.96) : 0.57

Teğetin Eğimi : 0.57

y -ekseni ile kesişimi: -0.27

Teğetin Denklemi: y = 0.57 x +-0.27

-0.27-0.96

-0.82

x : -0.87

f (-0.87) = sin(-0.87) : -0.77

f ′(-0.87) = cos(-0.87) : 0.64

Teğetin Eğimi : 0.64

y -ekseni ile kesişimi: -0.21

Teğetin Denklemi: y = 0.64 x +-0.21

-0.21-0.87

-0.77

x : -0.79

f (-0.79) = sin(-0.79) : -0.71

f ′(-0.79) = cos(-0.79) : 0.71

Teğetin Eğimi : 0.71

y -ekseni ile kesişimi: -0.15

Teğetin Denklemi: y = 0.71 x +-0.15

-0.15-0.79
-0.71

x : -0.7

f (-0.7 ) = sin(-0.7 ) : -0.64

f ′(-0.7 ) = cos(-0.7 ) : 0.77

Teğetin Eğimi : 0.77

y -ekseni ile kesişimi: -0.11

Teğetin Denklemi: y = 0.77 x +-0.11

-0.11
-0.7

-0.64

x : -0.61

f (-0.61) = sin(-0.61) : -0.57

f ′(-0.61) = cos(-0.61) : 0.82

Teğetin Eğimi : 0.82

y -ekseni ile kesişimi: -0.07

Teğetin Denklemi: y = 0.82 x +-0.07

-0.07
-0.61
-0.57

x : -0.52

f (-0.52) = sin(-0.52) : -0.5

f ′(-0.52) = cos(-0.52) : 0.87

Teğetin Eğimi : 0.87

y -ekseni ile kesişimi: -0.05

Teğetin Denklemi: y = 0.87 x +-0.05

-0.05
-0.52
-0.5

x : -0.44

f (-0.44) = sin(-0.44) : -0.42

f ′(-0.44) = cos(-0.44) : 0.91

Teğetin Eğimi : 0.91

y -ekseni ile kesişimi: -0.03

Teğetin Denklemi: y = 0.91 x +-0.03

-0.03
-0.44-0.42

x : -0.35

f (-0.35) = sin(-0.35) : -0.34

f ′(-0.35) = cos(-0.35) : 0.94

Teğetin Eğimi : 0.94

y -ekseni ile kesişimi: -0.01

Teğetin Denklemi: y = 0.94 x +-0.01

-0.01
-0.35-0.34

x : -0.26

f (-0.26) = sin(-0.26) : -0.26

f ′(-0.26) = cos(-0.26) : 0.97

Teğetin Eğimi : 0.97

y -ekseni ile kesişimi: -0.01

Teğetin Denklemi: y = 0.97 x +-0.01

-0.01
-0.26-0.26

x : -0.17

f (-0.17) = sin(-0.17) : -0.17

f ′(-0.17) = cos(-0.17) : 0.98

Teğetin Eğimi : 0.98

y -ekseni ile kesişimi: 0.0

Teğetin Denklemi: y = 0.98 x +0.0

0.0
-0.17-0.17

x : -0.09

f (-0.09) = sin(-0.09) : -0.09

f ′(-0.09) = cos(-0.09) : 1.0

Teğetin Eğimi : 1.0

y -ekseni ile kesişimi: 0.0

Teğetin Denklemi: y = 1.0 x +0.0

0.0
-0.09

-0.09

x : 0.0

f (0.0 ) = sin(0.0 ) : 0.0

f ′(0.0 ) = cos(0.0 ) : 1.0

Teğetin Eğimi : 1.0

y -ekseni ile kesişimi: 0.0

Teğetin Denklemi: y = 1.0 x +0.0

0.0
0.0

0.0

x : 0.09

f (0.09 ) = sin(0.09 ) : 0.09

f ′(0.09 ) = cos(0.09 ) : 1.0

Teğetin Eğimi : 1.0

y -ekseni ile kesişimi: 0.0

Teğetin Denklemi: y = 1.0 x +0.0

0.0
0.09

0.09

x : 0.17

f (0.17 ) = sin(0.17 ) : 0.17

f ′(0.17 ) = cos(0.17 ) : 0.98

Teğetin Eğimi : 0.98

y -ekseni ile kesişimi: 0.0

Teğetin Denklemi: y = 0.98 x +0.0

0.0
0.17

0.17

x : 0.26

f (0.26 ) = sin(0.26 ) : 0.26

f ′(0.26 ) = cos(0.26 ) : 0.97

Teğetin Eğimi : 0.97

y -ekseni ile kesişimi: 0.01

Teğetin Denklemi: y = 0.97 x +0.01

0.01
0.26

0.26

x : 0.35

f (0.35 ) = sin(0.35 ) : 0.34

f ′(0.35 ) = cos(0.35 ) : 0.94

Teğetin Eğimi : 0.94

y -ekseni ile kesişimi: 0.01

Teğetin Denklemi: y = 0.94 x +0.01

0.01
0.35

0.34

x : 0.44

f (0.44 ) = sin(0.44 ) : 0.42

f ′(0.44 ) = cos(0.44 ) : 0.91

Teğetin Eğimi : 0.91

y -ekseni ile kesişimi: 0.03

Teğetin Denklemi: y = 0.91 x +0.03

0.03
0.44

0.42

x : 0.52

f (0.52 ) = sin(0.52 ) : 0.5

f ′(0.52 ) = cos(0.52 ) : 0.87

Teğetin Eğimi : 0.87

y -ekseni ile kesişimi: 0.05

Teğetin Denklemi: y = 0.87 x +0.05

0.05
0.52

0.5

x : 0.61

f (0.61 ) = sin(0.61 ) : 0.57

f ′(0.61 ) = cos(0.61 ) : 0.82

Teğetin Eğimi : 0.82

y -ekseni ile kesişimi: 0.07

Teğetin Denklemi: y = 0.82 x +0.07

0.07
0.61

0.57

x : 0.7

f (0.7 ) = sin(0.7 ) : 0.64

f ′(0.7 ) = cos(0.7 ) : 0.77

Teğetin Eğimi : 0.77

y -ekseni ile kesişimi: 0.11

Teğetin Denklemi: y = 0.77 x +0.11

0.11
0.7

0.64

x : 0.78

f (0.78 ) = sin(0.78 ) : 0.71

f ′(0.78 ) = cos(0.78 ) : 0.71

Teğetin Eğimi : 0.71

y -ekseni ile kesişimi: 0.15

Teğetin Denklemi: y = 0.71 x +0.15

0.15

0.78

0.71

x : 0.87

f (0.87 ) = sin(0.87 ) : 0.77

f ′(0.87 ) = cos(0.87 ) : 0.64

Teğetin Eğimi : 0.64

y -ekseni ile kesişimi: 0.21

Teğetin Denklemi: y = 0.64 x +0.21

0.21

0.87

0.77

x : 0.96

f (0.96 ) = sin(0.96 ) : 0.82

f ′(0.96 ) = cos(0.96 ) : 0.57

Teğetin Eğimi : 0.57

y -ekseni ile kesişimi: 0.27

Teğetin Denklemi: y = 0.57 x +0.27

0.27

0.96

0.82

x : 1.05

f (1.05 ) = sin(1.05 ) : 0.87

f ′(1.05 ) = cos(1.05 ) : 0.5

Teğetin Eğimi : 0.5

y -ekseni ile kesişimi: 0.34

Teğetin Denklemi: y = 0.5 x +0.34

0.34

1.05

0.87

x : 1.13

f (1.13 ) = sin(1.13 ) : 0.91

f ′(1.13 ) = cos(1.13 ) : 0.42

Teğetin Eğimi : 0.42

y -ekseni ile kesişimi: 0.43

Teğetin Denklemi: y = 0.42 x +0.43

0.43

1.13

0.91

x : 1.22

f (1.22 ) = sin(1.22 ) : 0.94

f ′(1.22 ) = cos(1.22 ) : 0.34

Teğetin Eğimi : 0.34

y -ekseni ile kesişimi: 0.52

Teğetin Denklemi: y = 0.34 x +0.52

0.52

1.22

0.94

x : 1.31

f (1.31 ) = sin(1.31 ) : 0.97

f ′(1.31 ) = cos(1.31 ) : 0.26

Teğetin Eğimi : 0.26

y -ekseni ile kesişimi: 0.63

Teğetin Denklemi: y = 0.26 x +0.63

0.63

1.31

0.97

x : 1.4

f (1.4 ) = sin(1.4 ) : 0.98

f ′(1.4 ) = cos(1.4 ) : 0.17

Teğetin Eğimi : 0.17

y -ekseni ile kesişimi: 0.74

Teğetin Denklemi: y = 0.17 x +0.74

0.74

1.4

0.98

x : 1.48

f (1.48 ) = sin(1.48 ) : 1.0

f ′(1.48 ) = cos(1.48 ) : 0.09

Teğetin Eğimi : 0.09

y -ekseni ile kesişimi: 0.87

Teğetin Denklemi: y = 0.09 x +0.87

0.87

1.48

1.0

x : 1.57

f (1.57 ) = sin(1.57 ) : 1.0

f ′(1.57 ) = cos(1.57 ) : 0.0

Teğetin Eğimi : 0.0

y -ekseni ile kesişimi: 1.0

Teğetin Denklemi: y = 0.0 x +1.0

1.0

1.57

1.0

x : 1.66

f (1.66 ) = sin(1.66 ) : 1.0

f ′(1.66 ) = cos(1.66 ) : -0.09

Teğetin Eğimi : -0.09

y -ekseni ile kesişimi: 1.14

Teğetin Denklemi: y = -0.09x +1.14

1.14

1.66

1.0

x : 1.74

f (1.74 ) = sin(1.74 ) : 0.98

f ′(1.74 ) = cos(1.74 ) : -0.17

Teğetin Eğimi : -0.17

y -ekseni ile kesişimi: 1.29

Teğetin Denklemi: y = -0.17x +1.29

1.29

1.74

0.98

x : 1.83

f (1.83 ) = sin(1.83 ) : 0.97

f ′(1.83 ) = cos(1.83 ) : -0.26

Teğetin Eğimi : -0.26

y -ekseni ile kesişimi: 1.44

Teğetin Denklemi: y = -0.26x +1.44

1.44

1.83

0.97

x : 1.92

f (1.92 ) = sin(1.92 ) : 0.94

f ′(1.92 ) = cos(1.92 ) : -0.34

Teğetin Eğimi : -0.34

y -ekseni ile kesişimi: 1.6

Teğetin Denklemi: y = -0.34x +1.6

1.6

1.92

0.94

x : 2.01

f (2.01 ) = sin(2.01 ) : 0.91

f ′(2.01 ) = cos(2.01 ) : -0.42

Teğetin Eğimi : -0.42

y -ekseni ile kesişimi: 1.75

Teğetin Denklemi: y = -0.42x +1.75

1.75

2.01

0.91

x : 2.09

f (2.09 ) = sin(2.09 ) : 0.87

f ′(2.09 ) = cos(2.09 ) : -0.5

Teğetin Eğimi : -0.5

y -ekseni ile kesişimi: 1.91

Teğetin Denklemi: y = -0.5 x +1.91

1.91

2.09

0.87

x : 2.18

f (2.18 ) = sin(2.18 ) : 0.82

f ′(2.18 ) = cos(2.18 ) : -0.57

Teğetin Eğimi : -0.57

y -ekseni ile kesişimi: 2.07

Teğetin Denklemi: y = -0.57x +2.07

2.07

2.18

0.82

x : 2.27

f (2.27 ) = sin(2.27 ) : 0.77

f ′(2.27 ) = cos(2.27 ) : -0.64

Teğetin Eğimi : -0.64

y -ekseni ile kesişimi: 2.22

Teğetin Denklemi: y = -0.64x +2.22

2.22

2.27

0.77

x : 2.35

f (2.35 ) = sin(2.35 ) : 0.71

f ′(2.35 ) = cos(2.35 ) : -0.71

Teğetin Eğimi : -0.71

y -ekseni ile kesişimi: 2.37

Teğetin Denklemi: y = -0.71x +2.37
2.37

2.35

0.71

x : 2.44

f (2.44 ) = sin(2.44 ) : 0.64

f ′(2.44 ) = cos(2.44 ) : -0.77

Teğetin Eğimi : -0.77

y -ekseni ile kesişimi: 2.51

Teğetin Denklemi: y = -0.77x +2.51
2.51

2.44

0.64

x : 2.53

f (2.53 ) = sin(2.53 ) : 0.57

f ′(2.53 ) = cos(2.53 ) : -0.82

Teğetin Eğimi : -0.82

y -ekseni ile kesişimi: 2.65

Teğetin Denklemi: y = -0.82x +2.652.65

2.53

0.57

x : 2.62

f (2.62 ) = sin(2.62 ) : 0.5

f ′(2.62 ) = cos(2.62 ) : -0.87

Teğetin Eğimi : -0.87

y -ekseni ile kesişimi: 2.77

Teğetin Denklemi: y = -0.87x +2.772.77

2.62

0.5

x : 2.7

f (2.7 ) = sin(2.7 ) : 0.42

f ′(2.7 ) = cos(2.7 ) : -0.91

Teğetin Eğimi : -0.91

y -ekseni ile kesişimi: 2.87

Teğetin Denklemi: y = -0.91x +2.872.87

2.7

0.42

x : 2.79

f (2.79 ) = sin(2.79 ) : 0.34

f ′(2.79 ) = cos(2.79 ) : -0.94

Teğetin Eğimi : -0.94

y -ekseni ile kesişimi: 2.96

Teğetin Denklemi: y = -0.94x +2.96
2.96

2.79

0.34

x : 2.88

f (2.88 ) = sin(2.88 ) : 0.26

f ′(2.88 ) = cos(2.88 ) : -0.97

Teğetin Eğimi : -0.97

y -ekseni ile kesişimi: 3.04

Teğetin Denklemi: y = -0.97x +3.04
3.04

2.88

0.26

x : 2.97

f (2.97 ) = sin(2.97 ) : 0.17

f ′(2.97 ) = cos(2.97 ) : -0.98

Teğetin Eğimi : -0.98

y -ekseni ile kesişimi: 3.09

Teğetin Denklemi: y = -0.98x +3.09
3.09

2.97

0.17

x : 3.05

f (3.05 ) = sin(3.05 ) : 0.09

f ′(3.05 ) = cos(3.05 ) : -1.0

Teğetin Eğimi : -1.0

y -ekseni ile kesişimi: 3.13

Teğetin Denklemi: y = -1.0 x +3.13
3.13

3.05
0.09

x : 3.14

f (3.14 ) = sin(3.14 ) : 0.0

f ′(3.14 ) = cos(3.14 ) : -1.0

Teğetin Eğimi : -1.0

y -ekseni ile kesişimi: 3.14

Teğetin Denklemi: y = -1.0 x +3.14

3.14

3.14
0.0
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1
2
x 2 Fonksiyonunun Teğetleri

x

y f (x ) = 1
2

x 2 Teğetin Eğimi : 0.0

x : 0.0

f (0.0 ) : 0.0

y -ekseni ile kesişimi: 0.0

Teğetin Denklemi: y = 0.0 x−0.0

0.0
0.0

Teğetin Eğimi : 0.04

x : 0.04

f (0.04 ) : 0.0

y -ekseni ile kesişimi: 0.0

Teğetin Denklemi: y = 0.04x−0.0

0.04
0.0

Teğetin Eğimi : 0.08

x : 0.08

f (0.08 ) : 0.0

y -ekseni ile kesişimi: 0.0

Teğetin Denklemi: y = 0.08x−0.0

0.08
0.0

Teğetin Eğimi : 0.12

x : 0.12

f (0.12 ) : 0.01

y -ekseni ile kesişimi: -0.01

Teğetin Denklemi: y = 0.12x−0.01

0.12
0.01

Teğetin Eğimi : 0.17

x : 0.17

f (0.17 ) : 0.01

y -ekseni ile kesişimi: -0.01

Teğetin Denklemi: y = 0.17x−0.01

0.17
0.01

Teğetin Eğimi : 0.21

x : 0.21

f (0.21 ) : 0.02

y -ekseni ile kesişimi: -0.02

Teğetin Denklemi: y = 0.21x−0.02

0.21
0.02

Teğetin Eğimi : 0.25

x : 0.25

f (0.25 ) : 0.03

y -ekseni ile kesişimi: -0.03

Teğetin Denklemi: y = 0.25x−0.03

0.25
0.03

Teğetin Eğimi : 0.29

x : 0.29

f (0.29 ) : 0.04

y -ekseni ile kesişimi: -0.04

Teğetin Denklemi: y = 0.29x−0.04

0.29
0.04

Teğetin Eğimi : 0.33

x : 0.33

f (0.33 ) : 0.06

y -ekseni ile kesişimi: -0.06

Teğetin Denklemi: y = 0.33x−0.06

0.33
0.06

Teğetin Eğimi : 0.37

x : 0.37

f (0.37 ) : 0.07

y -ekseni ile kesişimi: -0.07

Teğetin Denklemi: y = 0.37x−0.07

0.37
0.07

Teğetin Eğimi : 0.42

x : 0.42

f (0.42 ) : 0.09

y -ekseni ile kesişimi: -0.09

Teğetin Denklemi: y = 0.42x−0.09

0.42
0.09

Teğetin Eğimi : 0.46

x : 0.46

f (0.46 ) : 0.11

y -ekseni ile kesişimi: -0.11

Teğetin Denklemi: y = 0.46x−0.11

0.46
0.11

Teğetin Eğimi : 0.5

x : 0.5

f (0.5 ) : 0.12

y -ekseni ile kesişimi: -0.12

Teğetin Denklemi: y = 0.5 x−0.12

0.5

0.12

Teğetin Eğimi : 0.54

x : 0.54

f (0.54 ) : 0.15

y -ekseni ile kesişimi: -0.15

Teğetin Denklemi: y = 0.54x−0.15

0.54

0.15

Teğetin Eğimi : 0.58

x : 0.58

f (0.58 ) : 0.17

y -ekseni ile kesişimi: -0.17

Teğetin Denklemi: y = 0.58x−0.17

0.58

0.17

Teğetin Eğimi : 0.62

x : 0.62

f (0.62 ) : 0.2

y -ekseni ile kesişimi: -0.2

Teğetin Denklemi: y = 0.62x−0.2

0.62

0.2

Teğetin Eğimi : 0.67

x : 0.67

f (0.67 ) : 0.22

y -ekseni ile kesişimi: -0.22

Teğetin Denklemi: y = 0.67x−0.22

0.67

0.22

Teğetin Eğimi : 0.71

x : 0.71

f (0.71 ) : 0.25

y -ekseni ile kesişimi: -0.25

Teğetin Denklemi: y = 0.71x−0.25

0.71

0.25

Teğetin Eğimi : 0.75

x : 0.75

f (0.75 ) : 0.28

y -ekseni ile kesişimi: -0.28

Teğetin Denklemi: y = 0.75x−0.28

0.75

0.28

Teğetin Eğimi : 0.79

x : 0.79

f (0.79 ) : 0.31

y -ekseni ile kesişimi: -0.31

Teğetin Denklemi: y = 0.79x−0.31

0.79

0.31

Teğetin Eğimi : 0.83

x : 0.83

f (0.83 ) : 0.35

y -ekseni ile kesişimi: -0.35

Teğetin Denklemi: y = 0.83x−0.35

0.83

0.35

Teğetin Eğimi : 0.87

x : 0.87

f (0.87 ) : 0.38

y -ekseni ile kesişimi: -0.38

Teğetin Denklemi: y = 0.87x−0.38

0.87

0.38

Teğetin Eğimi : 0.92

x : 0.92

f (0.92 ) : 0.42

y -ekseni ile kesişimi: -0.42

Teğetin Denklemi: y = 0.92x−0.42

0.92

0.42

Teğetin Eğimi : 0.96

x : 0.96

f (0.96 ) : 0.46

y -ekseni ile kesişimi: -0.46

Teğetin Denklemi: y = 0.96x−0.46

0.96

0.46

Teğetin Eğimi : 1.0

x : 1.0

f (1.0 ) : 0.5

y -ekseni ile kesişimi: -0.5

Teğetin Denklemi: y = 1.0 x−0.5

1.0

0.5

Teğetin Eğimi : 1.04

x : 1.04

f (1.04 ) : 0.54

y -ekseni ile kesişimi: -0.54

Teğetin Denklemi: y = 1.04x−0.54

1.04

0.54

Teğetin Eğimi : 1.08

x : 1.08

f (1.08 ) : 0.59

y -ekseni ile kesişimi: -0.59

Teğetin Denklemi: y = 1.08x−0.59

1.08

0.59

Teğetin Eğimi : 1.12

x : 1.12

f (1.12 ) : 0.63

y -ekseni ile kesişimi: -0.63

Teğetin Denklemi: y = 1.12x−0.63

1.12

0.63

Teğetin Eğimi : 1.17

x : 1.17

f (1.17 ) : 0.68

y -ekseni ile kesişimi: -0.68

Teğetin Denklemi: y = 1.17x−0.68

1.17

0.68

Teğetin Eğimi : 1.21

x : 1.21

f (1.21 ) : 0.73

y -ekseni ile kesişimi: -0.73

Teğetin Denklemi: y = 1.21x−0.73

1.21

0.73

Teğetin Eğimi : 1.25

x : 1.25

f (1.25 ) : 0.78

y -ekseni ile kesişimi: -0.78

Teğetin Denklemi: y = 1.25x−0.78

1.25

0.78

Teğetin Eğimi : 1.29

x : 1.29

f (1.29 ) : 0.83

y -ekseni ile kesişimi: -0.83

Teğetin Denklemi: y = 1.29x−0.83

1.29

0.83

Teğetin Eğimi : 1.33

x : 1.33

f (1.33 ) : 0.89

y -ekseni ile kesişimi: -0.89

Teğetin Denklemi: y = 1.33x−0.89

1.33

0.89

Teğetin Eğimi : 1.37

x : 1.37

f (1.37 ) : 0.95

y -ekseni ile kesişimi: -0.95

Teğetin Denklemi: y = 1.37x−0.95

1.37

0.95

Teğetin Eğimi : 1.42

x : 1.42

f (1.42 ) : 1.0

y -ekseni ile kesişimi: -1.0

Teğetin Denklemi: y = 1.42x−1.0

1.42

1.0

Teğetin Eğimi : 1.46

x : 1.46

f (1.46 ) : 1.06

y -ekseni ile kesişimi: -1.06

Teğetin Denklemi: y = 1.46x−1.06

1.46

1.06

Teğetin Eğimi : 1.5

x : 1.5

f (1.5 ) : 1.12

y -ekseni ile kesişimi: -1.12

Teğetin Denklemi: y = 1.5 x−1.12

1.5

1.12

Teğetin Eğimi : 1.54

x : 1.54

f (1.54 ) : 1.19

y -ekseni ile kesişimi: -1.19

Teğetin Denklemi: y = 1.54x−1.19

1.54

1.19

Teğetin Eğimi : 1.58

x : 1.58

f (1.58 ) : 1.25

y -ekseni ile kesişimi: -1.25

Teğetin Denklemi: y = 1.58x−1.25

1.58

1.25

Teğetin Eğimi : 1.62

x : 1.62

f (1.62 ) : 1.32

y -ekseni ile kesişimi: -1.32

Teğetin Denklemi: y = 1.62x−1.32

1.62

1.32

Teğetin Eğimi : 1.67

x : 1.67

f (1.67 ) : 1.39

y -ekseni ile kesişimi: -1.39

Teğetin Denklemi: y = 1.67x−1.39

1.67

1.39

Teğetin Eğimi : 1.71

x : 1.71

f (1.71 ) : 1.46

y -ekseni ile kesişimi: -1.46

Teğetin Denklemi: y = 1.71x−1.46

1.71

1.46

Teğetin Eğimi : 1.75

x : 1.75

f (1.75 ) : 1.53

y -ekseni ile kesişimi: -1.53

Teğetin Denklemi: y = 1.75x−1.53

1.75

1.53

Teğetin Eğimi : 1.79

x : 1.79

f (1.79 ) : 1.6

y -ekseni ile kesişimi: -1.6

Teğetin Denklemi: y = 1.79x−1.6

1.79

1.6

Teğetin Eğimi : 1.83

x : 1.83

f (1.83 ) : 1.68

y -ekseni ile kesişimi: -1.68

Teğetin Denklemi: y = 1.83x−1.68

1.83

1.68

Teğetin Eğimi : 1.87

x : 1.87

f (1.87 ) : 1.76

y -ekseni ile kesişimi: -1.76

Teğetin Denklemi: y = 1.87x−1.76

1.87

1.76

Teğetin Eğimi : 1.92

x : 1.92

f (1.92 ) : 1.84

y -ekseni ile kesişimi: -1.84

Teğetin Denklemi: y = 1.92x−1.84

1.92

1.84

Teğetin Eğimi : 1.96

x : 1.96

f (1.96 ) : 1.92

y -ekseni ile kesişimi: -1.92

Teğetin Denklemi: y = 1.96x−1.92

1.96

1.92

Teğetin Eğimi : 2.0

x : 2.0

f (2.0 ) : 2.0

y -ekseni ile kesişimi: -2.0

Teğetin Denklemi: y = 2.0 x−2.0

2.0

2.0

Teğetin Eğimi : 2.04

x : 2.04

f (2.04 ) : 2.08

y -ekseni ile kesişimi: -2.08

Teğetin Denklemi: y = 2.04x−2.08

2.04

2.08

Teğetin Eğimi : 2.08

x : 2.08

f (2.08 ) : 2.17

y -ekseni ile kesişimi: -2.17

Teğetin Denklemi: y = 2.08x−2.17

2.08

2.17

Teğetin Eğimi : 2.12

x : 2.12

f (2.12 ) : 2.26

y -ekseni ile kesişimi: -2.26

Teğetin Denklemi: y = 2.12x−2.26

2.12

2.26

Teğetin Eğimi : 2.17

x : 2.17

f (2.17 ) : 2.35

y -ekseni ile kesişimi: -2.35

Teğetin Denklemi: y = 2.17x−2.35

2.17

2.35

Teğetin Eğimi : 2.21

x : 2.21

f (2.21 ) : 2.44

y -ekseni ile kesişimi: -2.44

Teğetin Denklemi: y = 2.21x−2.44

2.21

2.44

Teğetin Eğimi : 2.25

x : 2.25

f (2.25 ) : 2.53

y -ekseni ile kesişimi: -2.53

Teğetin Denklemi: y = 2.25x−2.53

2.25

2.53

Teğetin Eğimi : 2.29

x : 2.29

f (2.29 ) : 2.63

y -ekseni ile kesişimi: -2.63

Teğetin Denklemi: y = 2.29x−2.63

2.29

2.63

Teğetin Eğimi : 2.33

x : 2.33

f (2.33 ) : 2.72

y -ekseni ile kesişimi: -2.72

Teğetin Denklemi: y = 2.33x−2.72

2.33

2.72

Teğetin Eğimi : 2.37

x : 2.37

f (2.37 ) : 2.82

y -ekseni ile kesişimi: -2.82

Teğetin Denklemi: y = 2.37x−2.82

2.37

2.82

Teğetin Eğimi : 2.42

x : 2.42

f (2.42 ) : 2.92

y -ekseni ile kesişimi: -2.92

Teğetin Denklemi: y = 2.42x−2.92

2.42

2.92

Teğetin Eğimi : 2.46

x : 2.46

f (2.46 ) : 3.02

y -ekseni ile kesişimi: -3.02

Teğetin Denklemi: y = 2.46x−3.02

2.46

3.02

Teğetin Eğimi : 2.5

x : 2.5

f (2.5 ) : 3.12

y -ekseni ile kesişimi: -3.12

Teğetin Denklemi: y = 2.5 x−3.12

2.5

3.12

Teğetin Eğimi : 2.54

x : 2.54

f (2.54 ) : 3.23

y -ekseni ile kesişimi: -3.23

Teğetin Denklemi: y = 2.54x−3.23

2.54

3.23

Teğetin Eğimi : 2.58

x : 2.58

f (2.58 ) : 3.34

y -ekseni ile kesişimi: -3.34

Teğetin Denklemi: y = 2.58x−3.34

2.58

3.34

Teğetin Eğimi : 2.62

x : 2.62

f (2.62 ) : 3.44

y -ekseni ile kesişimi: -3.44

Teğetin Denklemi: y = 2.62x−3.44

2.62

3.44

Teğetin Eğimi : 2.67

x : 2.67

f (2.67 ) : 3.55

y -ekseni ile kesişimi: -3.55

Teğetin Denklemi: y = 2.67x−3.55

2.67

3.55

Teğetin Eğimi : 2.71

x : 2.71

f (2.71 ) : 3.67

y -ekseni ile kesişimi: -3.67

Teğetin Denklemi: y = 2.71x−3.67

2.71

3.67

Teğetin Eğimi : 2.75

x : 2.75

f (2.75 ) : 3.78

y -ekseni ile kesişimi: -3.78

Teğetin Denklemi: y = 2.75x−3.78

2.75

3.78

Teğetin Eğimi : 2.79

x : 2.79

f (2.79 ) : 3.9

y -ekseni ile kesişimi: -3.9

Teğetin Denklemi: y = 2.79x−3.9

2.79

3.9

Teğetin Eğimi : 2.83

x : 2.83

f (2.83 ) : 4.01

y -ekseni ile kesişimi: -4.01

Teğetin Denklemi: y = 2.83x−4.01

2.83

4.01

Teğetin Eğimi : 2.87

x : 2.87

f (2.87 ) : 4.13

y -ekseni ile kesişimi: -4.13

Teğetin Denklemi: y = 2.87x−4.13

2.87

4.13

Teğetin Eğimi : 2.92

x : 2.92

f (2.92 ) : 4.25

y -ekseni ile kesişimi: -4.25

Teğetin Denklemi: y = 2.92x−4.25

2.92

4.25

Teğetin Eğimi : 2.96

x : 2.96

f (2.96 ) : 4.37

y -ekseni ile kesişimi: -4.37

Teğetin Denklemi: y = 2.96x−4.37

2.96

4.37

Teğetin Eğimi : 3.0

x : 3.0

f (3.0 ) : 4.5

y -ekseni ile kesişimi: -4.5

Teğetin Denklemi: y = 3.0 x−4.5

3.0

4.5
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Örnek 1 c ∈� bir sabit olmak üzere f (x ) = c şeklinde tanımlanan f :�→� fonksiyonunu bir x0 ∈� noktasındaki
türevini bulalım.

Çözüm. x �= x0 için

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x )− f (x0)
x −x0

= lim
x→x0

c − c

x −x0
= 0

dir. O halde her x ∈� için f ′(x ) = 0 dir. Şekil .? ye bakınız.

Örnek 2 f (x ) = x şeklinde tanımlanan f :�→� fonksiyonunu bir x0 ∈� noktasındaki türevini bulalım.

Çözüm. x �= x0 için

f ′(x0) = lim
x→x0

f (x )− f (x0)
x −x0

= lim
x→x0

x −x0

x −x0
= 1

dir. O halde her x ∈� için f ′(x ) = 1 dir. Şekil .? ye bakınız.

Teorem 1 f : A→� bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu x0 noktasında türevlenebilir ise x0 noktasında süreklidir.

x −x0

x −x0

x0 x

x0

x

x

y
f (x ) = x

x0 x

c

x

y

f (x ) = c
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Tek Taraflı Türevler

Tanım 2 (Sağdan ve Soldan Türev) f : A→� bir fonksiyon olsun.

(a).

lim
x→x+0

f (x )− f (x0)
x −x0

�
lim

h→0+

f (x0+h)− f (x0)
h

�
(3)

limiti varsa bu limite f nin x0 noktasındaki sağdan türevi denir ve f ′(x0
+) şeklinde gösterilir. Bu durumda

f ye de x0 noktasında sağdan türevlenebilir denir.
(b).

lim
x→x−0

f (x )− f (x0)
x −x0

�
lim

h→0−
f (x0+h)− f (x0)

h

�
(4)

limiti varsa bu limite f nin x0 noktasındaki soldan türevi denir ve f ′(x0
−) şeklinde gösterilir. Bu durumda

f ye x0 noktasında soldan türevlenebilir denir.�

Teorem ?? gereğince bir fonksiyonun bir x0 noktasında türevinin olması için gerek ve yeter şart fonksiyonun
x0 noktasında sağdan ve soldan türevlerinin var ve bunların eşit olması gerektiğinden aşağıdaki sonucu hemen
yazabiliriz.
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Sonuç 1 f : A→� bir fonksiyon olsun. x0 noktasında f nin türevlenebilir olması için gerek ve yeter şart f nin
x0 noktasında sağdan ve soldan türev değerlerinin var ve

f ′(x0
+) = f ′(x0

−) (5)

olmasıdır.

Örnek 3 f (x ) = |x | şeklinde tanımlanan f :�→� fonksiyonunu x0 = 0 noktasında türevlenemeyeceğini göstere-
lim.

Çözüm. x > 0 için |x |= x olduğu göz önüne alınırsa

f ′(0+) = lim
x→0+

f (x )− f (x0)
x −x0

= lim
x→0+

|x |− |0|
x −0

= lim
x→x+0

x

x
= 1

ve x < 0 için |x |=−x olduğu göz önüne alınırsa

f ′(0−) = lim
x→0−

f (x )− f (x0)
x −x0

= lim
x→0−
|x |− |0|

x −0
= lim

x→x−0

−x

x
=−1

olur. Böylece f ′(0+) �= f ′(0−) olduğundan f fonksiyonu x0 = 0 noktasında türevlenemez. Şekil .? ye bakınız.

x

y

f (x
) =
|
x |

1

2

3

1 2 3−1−2−3
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Temel Türev Alma Kuralları

Teorem 2 f : A → � ve g : A → � fonksiyonları x0 ∈ A noktasında türevlenebilen iki fonksiyon ve c ∈ � olsun.
Bu durumda

(i). Toplam kuralı: ( f + g )′(x0) = f ′(x0)+ g ′(x0) dır.
(ii). Skalerle çarpım kuralı: (c f )′(x0) = c f ′(x0) dır.
(iii). Çarpım kuralı: ( f g )′(x0) = f ′(x0)g (x0)+ f (x0)g ′(x0) dır.

(iv). Bölüm kuralı: g (x0) �= 0 ise
�

f

g

�′
(x0) =

f ′(x0)g (x0)− f (x0)g ′(x0)
[g (x0)]2

dir.

Sonuç 2 f (x ) = a n x n +a n−1x n−1+ · · ·+a 1x +a 0 ise her x ∈� noktasında f fonksiyonu türevlenebilir ve

f ′(x ) = na n x n−1+(n −1)a n−1x n−2+ · · ·+a 1

olur.
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Teorem 3 f : A→�, g : A→� ve h : A→� fonksiyonları verilsin ve x0 ∈ A olsun.

(i). f (x0) = g (x0) = h(x0) olsun.
(ii). Her x ∈ (x0− ε,x0+ ε) için g (x )≤ f (x )≤ h(x ) olacak şekilde bir ε > 0 sayısı olsun.

Bu durumda g ve h fonksiyonları x0 noktasında türevlenebilir ise f de x0 noktasında türevlenebilir ve

f ′(x0) = g ′(x0) = h ′(x0)

dır.

Teorem 4 (Zincir Kuralı) A ⊆ B olmak üzere f : A → � ve g : B → � fonksiyonları verilsin ve f , x0 ∈ A
noktasında türevlenebilir ve g de f (x0) = y0 noktasında türevlenebilir olsun. Bu durumda g ◦ f fonksiyonu x0

noktasında türevlenebilir ve
(g ◦ f )′(x0) = g ′( f (x0)) f ′(x0)

dır.

Not 2 Teorem 4 deki
(g ◦ f )′(x0) = g ′( f (x0)) f ′(x0)

eşitliğine zincir kuralı denir. �
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Örnek 4 f (x ) = cos(ax +b ) ve g (x ) = sin(ax +b ) fonksiyonlarının türevlerini bulalım.

Çözüm. Zincir kuralı gereğince
f ′(x ) = (ax +b )′(−sin(ax +b )) =−a sin(ax +b ) ve g ′(x ) = (ax +b )′ cos(ax +b ) = a cos(ax +b )

olur.

Örnek 5 f (x ) = (2x +5)3 fonksiyonunu türevlerini bulalım.

Çözüm. Zincir kuralı gereğince
f ′(x ) = (2x +5)′3(2x +5)2 = 2×3(2x +5)2 = 6(2x +5)2

olur.

Tanım 3 f : A→� bir fonksiyon ve x0 ∈ A olsun.

(i). Her x ∈ (x0− ε,x0+ ε)⊆ A için f (x )≤ f (x0) olacak şekilde bir ε > 0 sayısı varsa f ye x0 noktasında yerel
maksimuma sahiptir denir.

(ii). Her x ∈ A için f (x ) ≤ f (x0) olacak şekilde bir x0 ∈ A varsa f ye x0 noktasında mutlak maksimuma
sahiptir denir. f (x0) sayısına f nin A üzerindeki mutlak maksimumu denir.

(iii). Her x ∈ (x0− ε,x0+ ε)⊆ A için f (x )≥ f (x0) olacak şekilde bir ε > 0 sayısı varsa f ye x0 noktasında yerel
minimuma sahiptir denir. Şekil .? bakınız.

x

y

(x1, f (x1))

x1

f (x1)

(x2, f (x2))

x2

f (x2)
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(iv). Her x ∈A için f (x )≥ f (x0) olacak şekilde bir x0 ∈ A varsa f ye x0 noktasında mutlak minimuma sahiptir
denir. f (x0) sayısına f nin A üzerindeki mutlak minimumu denir.�

Teorem 5 (Fermat Teoremi) x0 ∈ A olmak üzere f : A → � fonksiyonu türevlenebilir ve x0 noktasında yerel
maksimuma veya yerel minimuma sahip olsun. Bu durumda f ′(x0) = 0 dır.

Not 3 (i). f : A→� fonksiyonu türevlenebilir olsun. f ′(x0) = 0 özelliğini sağlayan x0 ∈A noktasına f fonksiyo-
nunun bir kritik noktası denir.

(ii). Bir fonksiyonun bir noktadaki türevi 0 olmasına rağmen fonksiyon bu noktada yerel maksimuma veya yerel
minimuma sahip olmayabilir. Örneğin f (x ) = x 3 şeklinde tanımlı f :�→� fonksiyonu için f ′(0) = 0 olmasına
rağmen f fonksiyonu 0 noktasında yerel maksimuma veya yerel minimuma sahip değildir. Şekil .? ye bakınız.

(iii). f fonksiyonu bir x0 noktasında türevlenememesine rağmen x0 noktası f fonksiyonunu yerel maksimumu
veya yerel minimumu olabilir. Örneğin f (x ) = |x | fonksiyonunu x0 = 0 noktasında türevinin olmamasına
rağmen bu noktada fonksiyon yerel minimum değerini alır. Şekil .? ye bakınız.�

1 2−1−2

1

2

−1

−2

x

y

1 2−1−2

1

2

−1

−2

x

y
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Örnek 6 f (x ) = sinx fonksiyonunun yerel maksimum ve minimumlarını bulalım.

Çözüm. Her x ∈� için f ′(x ) = cosx dir. Böylece f ′(x ) = 0 ise x = 2nπ+
π

2
veya x = 2nπ− π

2
olur. Her x ∈�

için f (x )≤ f
�

2nπ+
π

2

�
= 1 olduğundan x = 2nπ+

π

2
noktalarında f (x ) = sinx fonksiyonunun yerel maksimumu

vardır. Her x ∈� için f (x )≥ f
�

2nπ− π
2

�
=−1 olduğundan x = 2nπ−π

2
noktalarında f (x ) = sinx fonksiyonunu

yerel minimumu vardır. Diğer yandan f (x ) = sinx fonksiyonunun maksimumu 1 ve minimumu 0 olduğundan bu
noktalarda f fonksiyonunun x = 2nπ+

π

2
noktalarında mutlak maksimumu ve x = 2nπ− π

2
noktalarında mutlak

minimumu vardır.

Örnek 7 f (x ) =
x 3

3
+

x 2

2
+1 fonksiyonunun yerel maksimum ve minimumlarını bulalım.

Çözüm. Her x ∈ � için f ′(x ) = x 2 + x = x (x + 1) dir. Böylece f ′(x ) = 0 ise x = 0 veya x = −1 olur. Her
x ∈ (−ε,ε) için f (x ) ≥ f (0) = 1 olacak şekilde bir ε > 0 olduğundan x = 0 noktalarında f fonksiyonunu yerel

minimum değerini alır. Her x ∈ (−1−ε,−1+ε) için f (x )≤ f (−1) =
7

6
olacak şekilde bir ε > 0 olduğundan x =−1

noktalarında f fonksiyonunu yerel maksimum değerini alır. Bu fonksiyon sınırsız olduğundan mutlak maksimum
ve mutlak minimum değerini alamaz. Şekil .? ye bakınız.

x

y

1

2

−1

−2

−3

1 2−1−2−3

f ′

f
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Teorem 6 (Rolle Teoremi) f : [a ,b ]→ � fonksiyonu [a ,b ] üzerinde sürekli ve (a ,b ) üzerinde türevlenebilir
olsun. f (a ) = f (b ) ise f ′(x0) = 0 olacak şekide bir x0 ∈ (a ,b ) noktası vardır.

Teorem 7 (Ortalama Değer Teoremi) f : [a ,b ] → � fonksiyonu [a ,b ] üzerinde sürekli ve (a ,b ) üzerinde

türevlenebilir olsun. f ′(x0) =
f (b )− f (a )

b −a
olacak şekide bir x0 ∈ (a ,b ) noktası vardır.

Not 4 Rolle ve Ortalama değer teoreminde f nin [a ,b ] üzerinde sürekli olması şartı ve (a ,b ) üzerinde türevle-
nebilir olması şartı kaldırılamaz. �

Örnek 8 f (x ) =−x 2+3x +1 fonksiyonu için f ′(x0) = 0 olacak şekilde bir x0 ∈ (0,3) olduğunu gösterelim ve bu
x0 noktasını bulalım.

Çözüm. f (x ) = −x 2+ 3x + 1 şeklinde tanımlı f fonksiyonu [0,3] aralığında sürekli ve türevlenebilirdir. Ayrıca
f (0) = 1 ve f (3) = 1 olduğundan, f fonksiyonu Rolle teoreminin koşullarını sağlar. Bu durumda f ′(x0) = 0
olacak şekilde bir x0 ∈ (0,3) noktası vardır. Diğer yandan x ∈ [0,3] için f ′(x ) = −2x + 3 dır. Bu durumda

f ′(x0) =−2x0+3= 0 ise x0 =
3

2
bulunur. (Şekil .? ye bakınız.) x =

3

2
için

f

�
3

2

�
=−
�

3

2

�2
+3

�
3

2

�
+1=

13

4
= 3.25= 3.25

olur.

x

y

1

2

3

−1
1 2 3 4−1
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Örnek 9 f (x ) =

�
x 2+1, x ≤ 0

x +1, x > 0
şeklinde tanımlı f fonksiyonu için f ′(x0) = 0 olacak şekilde bir x0 ∈ (−1,1)

olmadığını gösterelim.

Çözüm. Açıkça f fonksiyonu süreklidir. Diğer yandan f (−1) = f (1) = 2 ve

f ′(x ) =
�

2x , x < 0

1, x > 0

dir. Bu durumda f ′(x0) = 0 olacak şekilde bir x0 ∈ (−1,1) yoktur. Bunun nedeni f nin x0 = 0 noktasında
türevlenememesidir. (Şekil .? ye bakınız.)

Teorem 8 f : [a ,b ]→� fonksiyonu [a ,b ] üzerinde sürekli ve (a ,b ) üzerinde türevlenebilir olsun. Bu durumda

(i). Her x ∈ (a ,b ) için f ′(x )> 0 ise f , [a ,b ] üzerinde kesin monoton artandır.
(ii). Her x ∈ (a ,b ) için f ′(x )< 0 ise f , [a ,b ] üzerinde kesin monoton azalandır.
(iii). Her x ∈ (a ,b ) için f ′(x ) = 0 ise f , [a ,b ] üzerinde sabit bir fonksiyondur.

x

y

1

2

1 2−1
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Not 5 Her x için f ′(x ) = 0 ise fonksiyon sabit olmak zorunda olmasına rağmen her x için f (x ) = 0 olmak zorunda
değildir. Örneğin, f (x ) = 3 fonksiyonu için f ′(x ) = 0 olmasına rağmen her x için f (x ) = 0 değildir.�

Sonuç 3 (Birinci Türev Testi) x0 ∈ [a ,b ] olmak üzere f : [a ,b ]→� fonksiyonu [a ,b ] üzerinde sürekli, (a ,b )
üzerinde türevlenebilir ve f ′(x0) = 0 olsun. Bu durumda

(i). Her x ∈ (x0−ε,x0)⊂ [a ,b ] için f ′(x )> 0 ve her x ∈ (x0,x0+ε)⊂ [a ,b ] için f ′(x )< 0 olacak şekilde bir ε > 0
sayısı var ise x0 noktasında f nin yerel maksimumu vardır.

(ii). Her x ∈ (x0−ε,x0)⊂ [a ,b ] için f ′(x )< 0 ve her x ∈ (x0,x0+ε)⊂ [a ,b ] için f ′(x )> 0 olacak şekilde bir ε > 0
sayısı var ise x0 noktasında f nin yerel minimumu vardır.

(iii). Her x ∈ (x0−ε,x0+ε)⊂ [a ,b ] için f ′(x )< 0 veya her x ∈ (x0−ε,x0+ε)⊂ [a ,b ] için f ′(x )> 0 olacak şekilde
bir ε > 0 sayısı var ise x0 noktasında f nin yerel maksimumu veya yerel minimumu yoktur.

Örnek 10 f (x ) =
x 3

3
+

x 2

2
+1 fonksiyonunun monoton artan, monoton azalan olduğu aralıkları, yerel maksimu-

munu ve yerel minimumunu bulalım.
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Çözüm. Her x ∈� için f ′(x ) = x 2+x = x (x +1) dir. Böylece f ′(x ) = 0 ise x = 0 veya x =−1 olur.

(i). Her x ∈ (−∞,−1) için f ′(x )> 0 olduğundan f fonksiyonu (−∞,−1) aralığında monoton artandır.
(ii). Her x ∈ (−1,0) için f ′(x )< 0 olduğundan f fonksiyonu (−1,0) aralığında monoton azalandır.
(iii). Her x ∈ (0,∞) için f ′(x )> 0 olduğundan f fonksiyonu (0,∞) aralığında monoton artandır.
(iv). (i), (ii) ve (iii) gereğince x0 = −1 noktasında f fonksiyonunun yerel maksimumu ve x0 = 0 noktasında f

fonksiyonunun yerel minimumu vardır. Fonksiyonun yerel maksimumu

f (−1) =
(−1)3

3
+
(−1)2

2
+1=

7

6
ve yerel minimumu

f (0) =
(0)3

3
+d f r a c (0)22+1= 1

dir.

Örnek 11 f (x ) = cos2 x şeklinde tanımlı f :
�
−π

2
,
π

2

	
→ � fonksiyonunun monoton artan ve monoton azalan

olduğu aralıkları bulalım.
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Çözüm. Her x ∈� için f ′(x ) =−2 sinx cosx dir. Böylece f ′(x ) = 0 ise sinx = 0 veya cosx = 0 olur. Bu durumda
x = 0, x =−π

2
veya x =

π

2
dir.

(i). Her x ∈
�
−π

2
,0
�

için f ′(x )> 0 olduğundan f fonksiyonu
�
−π

2
,0
�

aralığında monoton artandır.

(ii). Her x ∈
�

0,
π

2

�
için f ′(x )< 0 olduğundan f fonksiyonu

�
0,
π

2

�
aralığında monoton azalandır.

Teorem 9 (Cauchy Ortalama Değer Teoremi) f : [a ,b ]→� ve g : [a ,b ]→� fonksiyonları [a ,b ] üzerinde
sürekli ve (a ,b ) üzerinde türevlenebilir olsunlar. Bu durumda her x ∈ (a ,b ) için g ′(x ) �= 0 ise

f ′(x0)
g ′(x0)

=
f (b )− f (a )
g (b )− g (a )

olacak şekide bir x0 ∈ (a ,b ) noktası vardır.
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