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L’Hospital Kuralları ve Bazı Uygulamaları I

f (x ) =
x 3−1

2
ve g (x ) =

3 (x 2−1)
4

fonksiyonları verilsin. Bu durumda lim
x→1

f (x ) = 0 ve lim
x→1

g (x ) = 0 dır. Diğer

yandan x ler 1 e yaklaşırken h(x ) =
f (x )
g (x )

=
2 (x 3−1)
3
�
x 2−1
� değerleri tablo .? ve Şekil .? de görüldüğü gibi 1 yaklaş-

maktadır.

f (x ) = x 3 − 1 ve g (x ) = (x −1)2 fonksiyonları verilsin. Bu durumda lim
x→1

f (x ) = 0 ve lim
x→1

g (x ) = 0 dır. Diğer

yandan x ler küçülerek 1 e yaklaşırken h(x ) =
f (x )
g (x )

değerleri tablo .? ve Şekil .? de görüldüğü gibi sınırsız bir

şekilde büyürken, x ler büyüyerek 1 e yaklaşırken h(x ) =
f (x )
g (x )

değerleri tabloda görüldüğü gibi sınırsız bir şekşilde

küçülmektedir.

Yukarıdaki örneklerden görüldüğü gibi lim
x→a

f (x ) = 0 ve lim
x→a

g (x ) = 0 olması durumunda lim
x→a

f (x )
g (x )

limiti hakkında

kesin bir şey söyleyemeyiz. Bu yüzden lim
x→a

f (x )
g (x )

limitine
0

0
belirsizlik haline sahiptir denir. Diğer belirsizlik

halleri de vardır. (Tanım 2 ve Tanım ?? bakınız.) Bu çeşit limitler aşağıda vereceğimiz Teorem 1 ve Teorem 1
kullanılarak bulunabilir.

x

y

gf

h

h

x
f (x )
g (x )

=
x 3
− 1

(x − 1)2
x

f (x )
g (x )

=
x 3
− 1

(x − 1)2

1.3 13.3 0.7 −7.3
1.2 18.2 0.8 −12.2
1.1 33.1 0.9 −27.1
1.01 303.01 0.99 −297.01
1.001 3003.001 0.999 −2997.001
1.0001 30003.0001 0.9999 −29997.0001

1

2

1 2 x

y

gf

h

x h(x ) =
2(x 3
− 1)

3(x 2
− 1)

x h(x ) =
2(x 3
− 1)

3(x 2
− 1)

1.3 1.156521739 0.7 0.858823529
1.2 1.103030303 0.8 0.903703703
1.1 1.050793650 0.9 0.950877192
1.01 1.005008291 0.99 0.995008375
1.001 1.000500083 0.999 0.999500083
1.0001 1.000050000 0.9999 0.999950000
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Teorem 1 (L’Hopital Kuralı) f : [a ,b ]→� ve g : [a ,b ]→� fonksiyonları [a ,b ] üzerinde sürekli, (a ,b ) üze-
rinde türevlenebilir olsun. Bundan başka her x ∈ (a ,b ) için g ′(x ) �= 0 ve x0 ∈ (a ,b ) için f (x0) = g (x0) = 0 olsun.

Bu durumda lim
x→x0

f ′(x )
g ′(x ) limiti varsa

lim
x→x0

f (x )
g (x )

= lim
x→x0

f ′(x )
g ′(x )

dır.

Örnek 1 lim
x→1

x 4−1

x 3−1
limitini bulalım.

Çözüm. f (x ) = x 3−1 ve g (x ) = x 4−1 şeklinde tanımlanan f , g :�→� fonksiyonları sürekli ve türevlenebilirdir.
Üstelik, f (1) = g (1) = 0 ve g ′(1) = 3 �= 0 dır. Teorem 1 gereğince

lim
x→1

x 4−1

x 3−1
= lim

x→1

4x 3

3x 2
=

4

3
dür.
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Tanım 1 f : A → � bir fonksiyon olsun. Her x ∈ A noktasında f nin türevi varsa f ′ : A → � şeklinde bir f ′
fonksiyonu vardır. Benzer şekilde her x ∈A noktasında f ′ nün türevi varsa f ′′ : A→� şeklinde bir f ′′ fonksiyonu
vardır. Bu fonksiyona f nin ikinci mertebeden türevi denir. Her x ∈ A noktasında f ′′ nün türevi varsa
f ′′′ : A → � şeklinde bir f ′′′ fonksiyonu vardır. Bu fonksiyona f nin üçüncü mertebeden türevi denir. Bu
şekilde f nin herhangi bir n ∈� için n .mertebeden türevi tanımlanır. f nin n .mertebeden türevi f (n ) şeklinde
gösterilir.�

Örnek 2 f (x ) = x n fonksiyonunu (n +1). mertebeden türevini bulalım.

Çözüm.
f ′(x ) = nx n−1 f ′′(x ) = n (n −1)x n−2

f ′′′(x ) = n (n −1)(n −2)x n−3 f (4)(x ) = n (n −1)(n −2)(n −3)x n−4

· · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ... · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
f (n−1)(x ) = n (n −1)(n −2)(n −3) · · ·2x n−(n−1) f (n )(x ) = n (n −1)(n −2)(n −3) · · ·1
f (n+1)(x ) = 0

olur.
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Örnek 3 f (x ) = cosx fonksiyonunu 6. mertebeden türevini bulalım.

Çözüm.
f ′(x ) =−sinx , f ′′(x ) =−cosx , f ′′′(x ) = sinx , f (4)(x ) = cosx , f (5)(x ) =−sinx , f (6)(x ) =−cosx

dir.

Örnek 4 f (x ) = sinx fonksiyonunu 6. mertebeden türevini bulalım.

Çözüm.
f ′(x ) = cosx , f ′′(x ) =−sinx , f ′′′(x ) =−cosx , f (4)(x ) = sinx , f (5)(x ) = cosx , f (6)(x ) =−sinx

dir.

Sonuç 1 (Genelleştirilmiş L’Hospital Kuralı) f : [a ,b ]→ � ve g : [a ,b ]→ � fonksiyonları [a ,b ] üzerinde
n .mertebeden sürekli türevi olan iki fonksiyon ve a < x0 < b olsun. r = 0,1,2, · · · ,n−1 için f (r )(x0) = g (r )(x0) = 0

ve g (n )(x0) �= 0 olsun. Bu durumda lim
x→x0

f (n )(x )
g (n )(x )

limiti varsa

lim
x→x0

f (x )
g (x )

= lim
x→x0

f (n )(x )
g (n )(x )

dır.
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Tanım 2 (a). x0 ∈ � veya x0 =∞ veya x0 = −∞ olmak üzere lim
x→x0

f (x ) =∞ ve lim
x→x0

g (x ) = ∞ ise lim
x→x0

f (x )
g (x )

limitine
∞
∞ belirsizliğine sahiptir denir.

(b). x0 ∈ � veya x0 = ∞ veya x0 = −∞ olmak üzere lim
x→x0

f (x ) = 0 ve lim
x→x0

g (x ) = 0 ise lim
x→x0

f (x )
g (x )

limitine
0

0
belirsizliğine sahiptir denir.

(c). x0 ∈� veya x0 =∞ veya x0 =−∞ olmak üzere lim
x→x0

f (x ) =∞ ve lim
x→x0

g (x ) =∞ ise lim
x→x0
( f (x )− g (x )) limitine

∞−∞ belirsizliğine sahiptir denir.
(d). x0 ∈� veya x0 =∞ veya x0 =−∞ olmak üzere lim

x→x0
f (x ) = 0 ve lim

x→x0
g (x ) =∞ ise lim

x→x0
f (x )g (x ) limitine 0.∞

belirsizliğine sahiptir denir.�

Not 1 (a). (i). 0.∞ belirsizliği

lim
x→x0

f (x )
1

g (x )

veya lim
x→x0

g (x )
1

f (x )

şeklinde yazılarak
0

0
veya
∞
∞ belirsizliklerinden biri şekline dönüştürülebilir.
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(ii). ∞−∞ belirsizliğide uygun işlemlerle
0

0
veya
∞
∞ belirsizliklerinden biri şekline dönüştürülebilir.

(b). Teorem 1 ve Sonuç 1 nin şartları altında L’Hospital ve Genelleştirilmiş L’Hospital Kuralları aşağıdaki du-
rumlarda da kullanılabilir.
(i). x0 ∈ � veya x0 =∞ veya x0 = −∞ olmak üzere lim

x→x0
f (x ) =∞ ve lim

x→x0
g (x ) =∞ veya lim

x→x0
f (x ) = 0 ve

lim
x→x0

g (x ) = 0 ise

lim
x→x0

f (x )
g (x )

= lim
x→x0

f ′(x )
g ′(x ) ve lim

x→x0

f (x )
g (x )

= lim
x→x0

f (n )(x )
g (n )(x )

olur. Ayrıca bu ifadeler tek taraflı limitler içinde geçerlidir.

(ii). 0.∞ ve ∞−∞ belirsizlikleri
0

0
veya
∞
∞ belirsizliklerine dönüştürülerek limit L’Hospital veya Genelleşti-

rilmiş L’Hospital Kuralları yardımıyla bulunabilir.
(iii). L’Hospital ve Genelleştirilmiş L’Hospital Kuralları gerekli şartlar altında ard arda kullanılabilir.�

Örnek 5 lim
x→1

x 4−2x 2+1

x 5−5x +4
limitini bulalım.
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Çözüm. f (x ) = x 4 − 2x 2 + 1 ve g (x ) = x 5 − 5x + 4 şeklinde tanımlanan f , g : � → � fonksiyonları sürekli ve
türevlenebilirdir. Üstelik, lim

x→1
f (x ) = lim

x→1
g (x ) = 0 dır. Her x ∈� için

f ′(x ) = 4x 3−4x ve g ′(x ) = 5x 4−5

olduğundan lim
x→1

f ′(x ) = lim
x→1

g ′(x ) = 0 dır. Diğer yandan g ′′(x ) = 20x 3 ve g ′′(1) = 20 �= 0 dır. Teorem 1 gereğince

lim
x→1

x 4−2x 2+1

x 5−5x +4
= lim

x→1

4x 3−4x

5x 4−5
= lim

x→1

12x 2−4

20x 3
=

8

20
=

2

5
olur.

Örnek 6 lim
x→∞

x 4−2x 2+1

3x 4−5x +4
limitini bulalım.

Çözüm. lim
x→∞(x

4−2x 2+1) =∞ ve lim
x→∞(3x 4−5x +4) =∞ olduğundan burada

∞
∞ belirsizlik durumu vardır.

lim
x→∞

x 4−2x 2+1

3x 4−5x +4
= lim

x→∞
4x 3−4x

12x 3−5
= lim

x→∞
12x 2−4

36x 2
= lim

x→∞
24x

72x
=

24

72
=

1

3
olur.
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Örnek 7 lim
x→0+

�
1

sinx
− cotx

�
limitini bulalım.

Çözüm. lim
x→0+

1

sinx
=∞ ve lim

x→0+
cotx =∞ olduğundan burada ∞−∞ belirsizlik durumu vardır.

lim
x→0+

�
1

sinx
− cotx

�
= lim

x→0+

�
1

sinx
− cosx

sinx

�
= lim

x→0+

�
1− cosx

sinx

�
= lim

x→0+

�
sinx

cosx

�
=

0

1
= 0

olur.

Taylor Teoremi

Tanım 3 f : [a ,b ] → � fonksiyonunun [a ,b ] üzerinde n .mertebeden sürekli türevi ve (a ,b ) aralığı üzerinde
(n +1).mertebeden türevi olsun. x ∈ [a ,b ] için

Tn (x ) = f (x0)+
f ′(x0)

1!
(x −x0)+

f ′′(x0)
2!
(x −x0)2+ · · ·+ f (n )(x0)

n !
(x −x0)n

polinomuna f nin x0 noktasındaki n .dereceden Taylor polinomu denir.�
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Teorem 2 (Taylor Teoremi) f : [a ,b ]→� fonksiyonunun [a ,b ] üzerinde n .mertebeden sürekli türevi ve (a ,b )
üzerinde (n+1). mertebeden türevi olsun. Bundan başka x1 �= x2 olmak üzere x1, x2 ∈ [a ,b ] olsun. Bu durumda
q ≥ 1 ve Tn , f nin x1 noktasındaki n .dereceden Taylor polinomu olmak üzere

f (x2) = Tn (x2)+
f (n+1)(x0)

n !q
(x2−x1)q (x2−x0)n−q+1

olacak şekilde bir x0 ∈ (x1,x2) vardır.

Not 2
f (x2) = Tn (x2)+

f (n+1)(x0)
n !q

(x2−x0)n+1−q (x2−x1)q

eşitliğindeki

Rn (x2) =
f (n+1)(x0)

n !q
(x2−x0)n+1−q (x2−x1)q

ifadesine kalan denir. q = n +1 alınırsa

Rn (x2) =
f (n+1)(x0)
(n +1)!

(x2−x1)n+1

olur. Buna kalanın Lagrange formu denir. q = 1 alınırsa
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Rn (x2) =
f (n+1)(x0)

n !
(x2−x1)(x2−x0)n

olur ve buna da kalanın Cauchy formu denir. Lagrange formunda x1 ∈ [a ,b ] olmak üzere her x ∈ [a ,b ] için

f (x ) = f (x1)+
f ′(x1)

1!
(x −x1)+

f ′′(x1)
2!
(x −x1)2+ · · ·+ f (n )(x1)

n !
(x −x1)n +

f (n+1)(x0)
(n +1)!

(x −x1)n+1

olacak şekilde x ile x1 arasında bir x0 vardır. x −x1 = h denilirse bazı 0<θ < 1 için

f (x1+h) = f (x1)+
f ′(x1)

1!
h +

f ′′(x1)
2!

h2+ · · ·+ f (n )(x1)
n !

hn +
f (n+1)(x1+θh)
(n +1)!

hn+1

olur.�

Örnek 8 f (x ) = 3
	

x fonksiyonunun x = 8 noktasındaki 2.dereceden Taylor polinomunu yazalım.

Çözüm.

f (x ) = 3
	

x = x
1
3 , f (8) = 2 f ′(x ) = 1

3
x
−2
3 , f ′(8) = 1

12
f ′′(x ) = −2

9
x
−5
3 , f ′′(8) = −1

144
ve
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f ′′′(x ) = 10

27
x
−8
3 , f ′′′(8) = 5

3456
dir. Böylece f nin x = 8 noktasındaki 2.dereceden Taylor polinomu

T2(8) = f (8)+
f ′(8)

1!
(x −8)+

f ′′(8)
2!
(x −8)2 = 2+

1

12
(x −8)− 1

288
(x −8)2

ve kalan
R2(8) =

f ′′′(8)
3!
(x −8)3 =

5

3!3456
(x −8)3 =

5

20736
(x −8)3

olur. Böylece
3
	

x ∼= 2+
1

12
(x −8)− 1

288
(x −8)2

dir. Şekil .? ye bakınız.

Örnek 9 Bir apartmana 300 m mesafeden
π

36
rad açı ile bir lazer ışığı tutuluyor. Lazer ışığının ışıttığı noktanın

h yüksekliğini yaklaşık olarak bulalım.

x

y

1

2

3

−1
1 2 3 4 5 6 7 8 9−1

f

T2(8)

R
2 (8)
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Çözüm.
h

300
= tant olduğundan (Şekil .? ye bakınız)

h(t ) = 300 tant

olur. Bu durumda
h ′(t ) = 300 sec2 t = 300

1

cos2 t

h ′′(t ) = 300
2 cost sin t

cos4 t
= 600

sin t

cos3 t
ve

h ′′′(t ) = 600
cos2 t +3 sin2 t

cos4 t
olur. Böylece

h ′(0) = 300, h ′′(0) = 0, h ′′′(0) = 600

olur. Diğer yandan

h
�
π

36

� ∼= h(0)+h ′(0) π
36
+

h ′′(0)
2!

�
π

36

�2
+

h ′′′(0)
3!

�
π

36

�3
= 0+300

π

36
+0
�
π

36

�2
+

600

3!

�
π

36

�3

= 300
π

36
+100
�
π

36

�3 ∼= 26.246 m

olur.

π/36

h

300m
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İkinci Türev Testi
Teorem 3 n ≥ 1 olmak üzere f fonksiyonu x0 noktasının bir komşuluğunda (n + 1). mertebeden sürekli türevi
olan bir fonksiyon ve r = 1,2, · · · ,n için f (r )(x0) = 0 ve f (n+1)(x0) �= 0 olsun.

(i). n +1 çift ve f (n+1)(x0)> 0 ise x0 noktasında f nin yerel minimumu vardır.
(ii). n +1 çift ve f (n+1)(x0)< 0 ise x0 noktasında f nin yerel maksimumu vardır.
(iii). n +1 tek ise x0 noktasında f nin yerel minimumu ve yerel maksimumu yoktur.

Sonuç 2 (İkinci Türev Testi) f fonksiyonu x0 noktasının bir komşuluğunda 2. mertebeden sürekli türevi olan
bir fonksiyon olmak üzere f ′(x0) = 0 ve f ′′(x0) �= 0 olsun.

(i). f ′′(x0)> 0 ise x0 noktasında f nin yerel minimumu vardır.
(ii). f ′′(x0)< 0 ise x0 noktasında f nin yerel maksimumu vardır. (Şekil .? ye bakınız.)

Örnek 10 f (x ) = x 3−3x fonksiyonunu yerel maksimum ve yerel minimumlarını bulalım.

Çözüm. Her x ∈� için f ′(x ) = 3x 2−3 ve f ′′(x ) = 6x dir. Buna göre f ′(x ) = 0 ise x = 1,−1 olur. f ′′(−1) =−6< 0
olduğundan x =−1 noktasında fonksiyonun yerel maksimumu vardır ve yerel maksimum değeri f (−1) = (−1)3−
3(−1) = 2 dir. f ′′(1) = 6> 0 olduğundan x = 1 noktasında fonksiyonun yerel minimumu vardır ve yerel minumum
değeri f (1) = (1)3−3(1) =−2 dir. (Şekil .? ye bakınız.)

x

y

1

2

−1

−2

−3

1 2−1−2−3
x

y

x0 x0

f ′′(x0)> 0

f ′′(x0)< 0

f ′(x0) = 0

f

f ′′

f ′
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Örnek 11 f (x ) =
x 6

2
−3x 4 fonksiyonunu yerel maksimum ve yerel minimumlarını bulalım.

Çözüm. f fonksiyonu bir polinom fonksiyonu olduğundan her mertebeden sürekli türevi vardır. Her x ∈� için

f ′(x ) = 3x 5−12x 3= 3x 3(x 2−4), f ′′(x ) = 15x 4−36x 2= x 2(15x 4−36),
f ′′′(x ) = 60x 3−72x = x (60x 2−72), f (4)(x ) = 180x 2−72

dır. Buna göre f ′(x ) = 0 ise x = 0, x = 2 veya x =−2 olur.

(i). f ′′(−2) = (−2)2(15(−2)4− 36) = 816> 0 olduğundan x =−2 noktasında fonksiyonun yerel minimumu vardır

ve yerel minimum değeri f (−2) =
(−2)6

2
−3(−2)4=−16 dır.

(ii). f ′′(2) = (2)2(15(2)4−36) = 816> 0 olduğundan x = 2 noktasında fonksiyonun yerel minimumu vardır ve yerel

minumum değeri f (1) =
(2)6

2
−3(2)4 =−16 dır.

(iii). f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = 0 ve f (4)(0) = −72< 0 olduğundan x = 0 noktasında fonksiyonun maksimumu vardır ve

f (0) =
(0)6

2
−3(0)4 = 0 dır. (Şekil .? ye bakınız.)

x

y

4

8

12

−4

−8

−12

−16

1 2 3−1−2−3
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Ters Fonksiyonların Türevleri

Teorem 4 A ve B birer aralık olmak üzere f : A→ B fonksiyonu bire-bir örten olsun. f , x0 noktasında türevle-
nebilir ve f ′(x0) �= 0 olsun. Bu durumda f −1 : B→ A fonksiyonu f (x0) = y0 noktasında türevlenebilir ve

( f −1)′(y0) =
1

f ′(x0)

dır.

Örnek 12 f :�→� fonksiyonu f (x ) = x 3+1 şeklinde tanımlanan f fonksiyonunu tersinin olduğunu ve tersinin
y = 9 noktasındaki türevini bulalım.

Çözüm. Her x ∈� için f ′(x ) = 3x 2 olur. x = 0 için f ′(0) = 0 ve x �= 0 özelliğindeki her x ∈� için f ′(x ) = 3x 2 > 0
olduğundan bu fonksiyon kesin monoton artandır. Böylece f bire-bir dir. f örten olduğundan f nin tersi vardır.
Şimdi f −1 fonksiyonunun y = 9 daki türevini bulalım. f (2) = 9 ve f ′(2) = 12 dir. Teorem 4 gereğince

�
f −1
	′
(9) =

1

f ′(2) =
1

12

olur.
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Konveks ve Konkav Fonksiyonlar

Tanım 4 (a). A bir aralık olmak üzere f : A → � bir fonksiyon olsun. a < b özelliğindeki her a ,b ∈ A ve her
t ∈ [0,1] için

f ((1− t )a + t b )≤ (1− t ) f (a )+ t f (b )
oluyorsa f ye konveks fonksiyon denir. Şekil .? ye bakınız.

(b). A bir aralık olmak üzere f : A→� bir fonksiyon olsun. a < b özelliğindeki her a ,b ∈ A ve her t ∈ [0,1] için

f ((1− t )a + t b )≥ (1− t ) f (a )+ t f (b )

oluyorsa f ye konkav fonksiyon denir. Şekil .? ya bakınız.�

Teorem 5 A açık bir aralık olmak üzere f : A→� fonksiyonu türevlenebilir olsun. Bu durumda

(i). f nin konveks olması için gerek ve yeter şart f ′ nün artan olmamasıdır.
(ii). f nin konkav olması için gerek ve yeter şart f ′ nün azalan olmamasıdır.

Sonuç 3 A açık bir aralık olmak üzere f : A→� fonksiyonunun ikinci türevi olsun. Bu durumda

(i). f nin konveks olması için gerek ve yeter şart her x ∈ A için f ′′(x )≥ 0 olmasıdır.
(ii). f nin konkav olması için gerek ve yeter şart her x ∈ A için f ′′(x )≤ 0 olmasıdır.

x

y

a b

(1− t )f (a )
+ t f (b )

x

y

a b

(1
− t )f (a )+ t f (b )
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Tanım 5 A açık bir aralık olmak üzere f : A→� fonksiyonunun ikinci türevi olsun. x0 ∈ A olmak üzere x > x0

özelliğindeki x ∈ A noktaları için f ′′(x ) > 0 ve x < x0 özelliğindeki x ∈ A noktaları için f ′′(x ) < 0 veya x > x0

özelliğindeki x ∈ A noktaları için f ′′(x ) < 0 ve x < x0 özelliğindeki x ∈ A noktaları için f ′′(x ) > 0 oluyorsa x0

noktasına büküm noktası denir. Yani yeterince küçük h lar için f ′′(x0−h) f ′′(x0+h)< 0 oluyorsa x0 noktasına f
nin büküm noktası denir. Diğer bir deyişle f ′′ fonksiyonunun işaret değiştirdiği noktaya büküm noktası denir.
Şekil .? ye bakınız.�

Örnek 13 f (x ) = x 5+4x 4+1 fonksiyonunun konveks ve konkav olduğu aralıkları bulalım.

Çözüm. f ′(x ) = 5x 4+ 16x 3 ve f ′′(x ) = 20x 3+ 48x 2 = 20x 2

�
x +

12

5

�
dir. Buna göre f ′′(x ) = 0 ise x = 0 veya

x =
−12

5
dir. Her x ∈
�
−∞,
−12

5

�
için f ′′(x )≤ 0 olduğundan

�
−∞,
−12

5

�
aralığında fonksiyon konkavdır. Her

x ∈
�−12

5
,∞
�

için f ′′(x ) ≥ 0 olduğundan
�−12

5
,∞
�

aralığında fonksiyon konveksdir. Bu durumda x =
−12

5
noktası fonksiyonun büküm noktasıdır. x ∈ (−1,1) için f ′′(x ) ≥ 0 olduğundan x = 0 noktası büküm noktası
değildir.

x

y

f (
x
) =

x
3

f
′
′

(x
) =

6x

f ′′(0) = 0

f ′′(x )> 0

f ′′(x )< 0
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Ayrıca f ′(x ) = 0 ise x = 0 veya x =
−16

5
dir. x ∈
�−16

5
,0

�
için f ′(x )< 0 ve x ∈ (0,∞) için f ′(x )> 0 olduğundan

x = 0 noktasında fonksiyonun yerel minimumu vardır ve yerel minimumu f (0) = 1 dir. x ∈
�
−∞,
−16

5

�
için

f ′(x ) > 0 ve x ∈
�−16

5
,0

�
için f ′(x )< 0 olduğundan x =

−16

5
noktasında fonksiyonun yerel maksimumu vardır

ve yerel maksimumu yaklaşık olarak f

�−16

5

�
= 84.886 dir. (Şekil .? ye bakınız.)

Örnek 14 f (x ) = cos2 x fonksiyonunun


−π

2
,
π

2

�
aralığındaki büküm noktalarını bulalım.

Çözüm. Her x ∈� için f ′(x ) =−2 sinx cosx ve f ′′(x ) = 2(sin2 x − cos2 x ) =−2 cos 2x dir. Böylece f ′′(x ) = 0 ise
cos 2x = 0 olur. Bu durumda x =−π

4
veya x =

π

4
olur.

(i). Her x ∈
�
−π

2
,−π

4

�
için f ′′(x )> 0 olduğundan f fonksiyonu

�
−π

2
,−π

4

�
aralığında konveksdir.

(ii). Her x ∈
�
−π

4
,
π

4

�
için f ′′(x )< 0 olduğundan f fonksiyonu (−π

4
,
π

4
) aralığında konkavdır.

(iii). Her x ∈
�
π

4
,
π

2

�
için f ′′(x )> 0 olduğundan f fonksiyonu

�
π

4
,
π

2

�
aralığında konveksdir.

−16
5

84.886

1

x

y
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Bu durumda x =−π
4

ve x =
π

4
noktaları fonksiyonun büküm noktalarıdır.(Şekil .? ye bakınız.)

Teorem 6 A açık bir aralık olmak üzere f : A→� fonksiyonu türevlenebilir olsun. Bu durumda

(i). f nin konveks olması için gerek ve yeter şart f nin her bir x ∈ A noktasındaki teğetinin üzerindeki hiçbir
noktanın f nin A üzerindeki grafiğinin üst kısmında olmamasıdır.

(ii). f nin konkav olması için gerek ve yeter şart f nin her bir x ∈ A noktasındaki teğetinin üzerindeki hiçbir
noktanın f nin A üzerindeki grafiğinin alt kısmında olmamasıdır.

Örnek 15 f (x ) = sinx fonksiyonunun konkav ve konveks olduğu aralıkları bulalım.

Çözüm. Her x için f ′(x ) = cosx ve dolayısıyla f ′′(x ) =−sinx dir. Böylece n ∈� olmak üzere x ∈ [2nπ, (2n+1)π]
için

f ′′(x ) =−sinx ≤ 0

olduğundan f fonksiyonu [2nπ, (2n +1)π] aralığında konkavdır. x ∈ [(2n +1)π,2(n +1)π] için

f ′′(x ) =−sinx ≥ 0

olduğundan f fonksiyonu [(2n +1)π,2(n +1)π] aralığında konvekstir.

x

y

�

2/2

1

−2

π/4 π/2−π/4

−π/2

f

f ′f ′′
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