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Fonksiyon Dizileri ve Serileri

Bu bölümde; fonksiyon dizileri, fonksiyon serileri, kuvvet serileri, Taylor serileri ve Binom serileri verilerek bu
diziler ve seriler için bazı yakınsaklık testleri verilecektir. Her mertebeden türevi olan fonksiyonlar bir fonksiyon
serisi şeklinde yazılabilir. Fonksiyon serileri kullanılarak üstel fonksiyon (??.Bölüme bakınız) denen fonksiyonları
ve bunlara bağlı olarak hiperbolik fonksiyonları tanımlayabiliriz.

Fonksiyon Dizileri

Tanım 1 A ⊆ � ve her n ∈ � için f n : A → � bir fonksiyon olmak üzere ( f n ) bir fonksiyon dizisi ve f : A → �
bir fonksiyon olsun. Her bir x ∈ A için ( f n (x )) dizisi f (x ) noktasına yakınsıyorsa ( f n ) dizisine f fonksiyonuna
noktasal yakınsıyor denir. Yani her bir x ∈A için

lim
n→∞ f n (x ) = f (x )

ise ( f n ) dizisine f fonksiyonuna noktasal yakınsıyor denir. Diğer bir deyişle her bir x ∈ A ve her ε > 0 için bir
N (x )∈� sayısı n ≥N (x ) özelliğindeki her n ∈� için��f n (x )− f (x )

��< ε
olacak şekilde varsa ( f n ) dizisine f fonksiyonuna noktasal yakınsıyor denir.�
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Not 1 Tanım 1 gereğince ( f n ) dizisinin f fonksiyonuna noktasal yakınsaması için gerek ve yeter şart her x ∈ A
için

lim
n→∞

��f n (x )− f (x )
��= 0

olmasıdır.�

Örnek 1 Her n ∈� için f n (x ) = x n şeklinde tanımlı f n : [0,1]→� fonksiyonları verilsin. ( f n ) dizisinin noktasal
yakınsak olduğunu gösterelim.

Çözüm. Her bir x ∈ [0,1] için

f (x ) = lim
n→∞ f n (x ) = lim

n→∞x n =

�
0, x < 1

1, x = 1

olduğundan ( f n ) dizisi

f (x ) =

�
0, x < 1

1, x = 1

şeklinde tanımlı f fonksiyonuna noktasal yakınsar.

Şimdi f nin sürekli olmadığını gösterelim. Her m ∈� için xm = 1− 1

2m
olsun. Bu durumda
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1

1

x

y

f n (x ) = x 1f n (x ) = x 2f n (x ) = x 3f n (x ) = x 4f n (x ) = x 5f n (x ) = x 6f n (x ) = x 7f n (x ) = x 8f n (x ) = x 9f n (x ) = x 10f n (x ) = x 11f n (x ) = x 12f n (x ) = x 13f n (x ) = x 14f n (x ) = x 15f n (x ) = x 16f n (x ) = x 17f n (x ) = x 18f n (x ) = x 19f n (x ) = x 20f n (x ) = x 21f n (x ) = x 22f n (x ) = x 23f n (x ) = x 24f n (x ) = x 25f n (x ) = x 26f n (x ) = x 27f n (x ) = x 28f n (x ) = x 29f n (x ) = x 30f n (x ) = x 31f n (x ) = x 32f n (x ) = x 33f n (x ) = x 34f n (x ) = x 35f n (x ) = x 36f n (x ) = x 37f n (x ) = x 38f n (x ) = x 39f n (x ) = x 40

lim
m→∞xm = lim

m→∞

�
1− 1

2m

�
= 1

dir. Diğer yandan her m için xm < 1 olduğundan f (xm ) = 0 dır.
Bu durumda lim

m→∞ f (xm ) = 0 olur. Yani lim
m→∞xm = 1 iken

lim
m→∞ f (xm ) �= f (1) = 1

dir. O halde f fonksiyonu 1 noktasında sürekli değildir. Böylece f
sürekli değildir.

Yukarıdaki örneğin gösterdiği gibi her n için f n fonksiyonları sürekli ve ( f n ) dizisi f fonksiyonuna noktasal
yakınsadığı halde f fonksiyonu sürekli olmayabilir.

Tanım 2 A ⊆� ve her n ∈� için f n : A→� bir fonksiyon olmak üzere ( f n ) bir fonksiyon dizisi ve f : A→� bir
fonksiyon olsun. Her ε > 0 için bir N ∈� sayısı n ≥N özelliğindeki her n ∈� ve her x ∈ A için��f n (x )− f (x )

��< ε
olacak şekilde varsa ( f n ) dizisine f fonksiyonuna düzgün yakınsıyor denir.�
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Not 2 (i). Tanım 2 gereğince sınırlı fonksiyonlardan oluşan ( f n ) dizisinin f fonksiyonuna düzgün yakınsaması
için gerek ve yeter şart lim

n→∞sup
x∈A
|f n (x )− f (x )|= 0 olmasıdır.

(ii). Tanım 1 ve Tanım 2 gereğince ( f n ) dizisi f fonksiyonuna düzgün yakınsıyorsa ( f n ) dizisi f fonksiyonuna
noktasal yakınsar.�

Teorem 1 A bir aralık ve her n ∈ � için f n : A → � sürekli bir fonksiyon olmak üzere ( f n ) dizisi bir f : A → �
fonksiyonuna düzgün yakınsasın. Bu durumda f süreklidir.

Yukarıdaki teorem gereğince
lim

x→x0
( lim

n→∞ f n (x )) = lim
n→∞( limx→x0

f n (x ))

olur.

Not 3 A bir aralık ve her n ∈� için f n : A→� sürekli bir fonksiyon olmak üzere ( f n ) dizisi verilsin. ( f n ) dizisinin
düzgün yakınsak olup olmadığı incelenirken aşağıdaki yol izlenir.

(i). x ∈ A sabit tutularak lim
n→∞ f n (x ) limitinin olup olmadığına bakılır. Düzgün yakınsaklık noktasal yakınsaklığı

gerektirdiği için bu limit yoksa ( f n ) dizisi düzgün yakınsak olamaz.
(ii). Eğer her x ∈ A için lim

n→∞ f n (x ) limiti varsa f (x ) = lim
n→∞ f n (x ) şeklinde bir f : A→� fonksiyonu tanımlanır.
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Bundan sonra f nin A üzerinde sürekli olup olmadığına bakılır. Eğer f , A üzerinde sürekli değilse Teorem 1
gereğince ( f n ) dizisi A üzerinde f fonksiyonuna düzgün yakınsamaz.

(iii). f , A üzerinde sürekli ise lim
n→∞sup

x∈A
|f n (x )− f (x )|= 0 olup olmadığına bakılır. Eğer

lim
n→∞sup

x∈A
|f n (x )− f (x )| �= 0

ise ( f n ) dizisi A üzerinde f fonksiyonuna düzgün yakınsamaz. Eğer

lim
n→∞sup

x∈A
|f n (x )− f (x )|= 0

ise ( f n ) dizisi A üzerinde f fonksiyonuna düzgün yakınsar.�

Örnek 2 Her n ∈� için f n (x ) = x n olmak üzere ( f n ) dizisinin düzgün yakınsak olmadığını Teorem 1 i kullanarak
gösterelim.

Çözüm. Her n ∈� için f n (x ) = x n fonksiyonu süreklidir. Örnek 1 de

f (x ) =

�
0, x < 1

1, x = 1

şeklinde tanımlı f fonksiyonuna noktasal yakınsadığını gördük. f fonksiyonu 1 noktasında sürekli olmadığından
Teorem 1 gereğince ( f n ) dizisi f fonksiyonuna düzgün yakınsamaz.
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Örnek 3 Her n ∈ � için f n (x ) =
nx

n +x
şeklinde tanımlı f n : [1,2]→ � fonksiyonları verilsin. ( f n ) dizisinin her

x ∈ [1,2] için f (x ) = x şeklinde tanımlı f : [1,2]→ � fonksiyonuna düzgün yakınsadığını gösterelim.

1

1

2

2

x

y

f n (x ) = x 1f n (x ) = x 2f n (x ) = x 3f n (x ) = x 4f n (x ) = x 5f n (x ) = x 6f n (x ) = x 7f n (x ) = x 8f n (x ) = x 9f n (x ) = x 10f n (x ) = x 11f n (x ) = x 12f n (x ) = x 13f n (x ) = x 14f n (x ) = x 15f n (x ) = x 16f n (x ) = x 17f n (x ) = x 18f n (x ) = x 19f n (x ) = x 20f n (x ) = x 21f n (x ) = x 22f n (x ) = x 23f n (x ) = x 24f n (x ) = x 25f n (x ) = x 26f n (x ) = x 27f n (x ) = x 28f n (x ) = x 29f n (x ) = x 30f n (x ) = x 31f n (x ) = x 32f n (x ) = x 33f n (x ) = x 34f n (x ) = x 35f n (x ) = x 36f n (x ) = x 37f n (x ) = x 38f n (x ) = x 39f n (x ) = x 40f n (x ) = x 41

Çözüm. x ∈ [1,2] için

lim
n→∞

nx

n +x
= x

olduğundan ( f n ) dizisi x ∈ [1,2] için f (x ) = x şeklinde tanımlı
f : [1,2] → � sürekli fonksiyonuna noktasal yakınsar. Şimdi bu
yakınsamanın düzgün olduğunu gösterelim.
Her x ∈ [1,2] için�� f n (x )− f (x )

��=
���� nx

n +x
−x

����=
����nx −nx −x 2

n +x

����=
���� x 2

n +x

����≤ 4

n +x
≤ 4

n

dir. ε > 0 verilsin.
4

ε
< N özelliğinde bir N ∈ � seçelim. Bu

durumda n ≥N özelliğindeki her n ∈ � için
1

n
≤ 1

N
<
ε

4
olur. Bu

durumda her n ≥N ve her x ∈ [1,2] için
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��f n (x )− f (x )
��≤ 4

n
< 4
ε

4
< ε

olur. Diğer bir deyişle her ε > 0 için bir N ∈� sayısı her x ∈ [1,2] için��f n (x )− f (x )
��< ε

olacak şekilde vardır. Tanım 2 gereğince ( f n ) dizisi f ye düzgün yakınsar.

Teorem 2 (Fonksiyon Dizileri İçin Cauchy Yakınsaklık Kriteri) A ⊆ � ve her n ∈ � için f n : A → � bir
fonksiyon olmak üzere ( f n ) dizisi verilsin. Bu durumda ( f n ) dizisinin düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter
şart her ε > 0 için bir N ∈� sayısının n ,m ≥N özelliğindeki her n ,m ∈� ve her x ∈ A için�� f n (x )− f m (x )

��< ε
olacak şekilde var olmasıdır.

Not 4 (i). Teorem 2 gereğince ( f n ) dizisinin düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter şart her ε > 0 için bir
N ∈� sayısının n ,m ≥N özelliğindeki her n ,m ∈� için

sup
x∈A

��f n (x )− f m (x )
��< ε

olacak şekilde var olmasıdır.
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(ii). Benzer şekilde, ( f n ) dizisinin noktasal yakınsak olması için gerek ve yeter şart her bir x ∈ A ve her ε > 0 için
n ,m ≥N (x ) özelliğindeki her n ,m ∈� için �� f n (x )− f m (x )

��< ε
olacak şekilde bir N (x )∈� sayısının var olması gerektiği gösterilebilir.�

Örnek 4 Her n ∈� için f n : [0,1]→� fonksiyonu

f n (x ) =
nx

1+n 2x 2

şeklinde tanımlı olmak üzere ( f n ) dizisinin düzgün yakınsak olmadığını gösterelim.

Çözüm.

sup
x∈A

��f 3n (x )− f n (x )
�� = sup

x∈[0,1]

���� 3nx

1+(3n )2x 2
− nx

1+n 2x 2

����≥
�������

3n
1

n

1+(3n )2
1

n 2

−
n

1

n

1+n 2
1

n 2

�������=
���� 3

1+9
− 1

1+1

����
=

���� 3

10
− 1

2

����= 1

5
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olur. Bu durumda ε =
1

6
için bir N ∈� sayısı n ,m ≥N özelliğindeki her n ,m ∈� için

sup
x∈A

�� f n (x )− f m (x )
��< ε

olacak şekilde bulunamaz. O halde Teorem 2 gereğince ( f n ) dizisi düzgün yakınsak olamaz.

Teorem 3 ( f n ), sınırlı bir A aralığı üzerinde türevlenebilir fonksiyonların bir dizisi ve bir x0 ∈ A için ( f n (x0))
dizisi yakınsak olsun. ( f ′n ) dizisi A üzerinde düzgün yakınsaksa ( f n ) dizisi A üzerinde bir f fonksiyonuna düzgün
yakınsar. Üstelik, her x ∈A için f ′(x ) = lim

n→∞ f ′n (x ) dir.

Örnek 5 Her n ∈ � için f n (x ) =
−cos nx

n 2
şeklinde tanımlı ( f n ) dizisisinin düzgün yakınsak olduğunu gösterip

limit fonksiyonunu bulalım.

Çözüm. Açıkça lim
n→∞ f n (0) = 0 dır. Diğer yandan her n için f ′n (x ) =

sinnx

n
ve ( f ′n ) dizisi g (x ) = 0 şeklinde tanımlı

g fonksiyonuna düzgün yakınsar. (Alıştırma ?? ya bakınız.) Böylece ( f n ) dizisi düzgün yakınsaktır. Üstelik,
0= g (x ) = lim

n→∞ f ′n (x ) = f ′(x ) olduğundan f fonksiyonu sabittir. f (0) = 0 olduğundan her x için f (x ) = 0 olur.
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Fonksiyon Serileri

Tanım 3 A ⊆� ve her n ∈� için f n : A→� bir fonksiyon olmak üzere
∞∑

n=1

f n (x ) = f 1(x )+ f 2(x )+ f 3(x )+ · · ·
bir fonksiyon serisi ve f : A→� bir fonksiyon olsun.

(i).
∞∑

n=1
f n serisinin kısmi toplamlar dizisi f fonksiyonuna noktasal yakınsıyorsa

∞∑
n=1

f n serisine f fonksiyonuna

noktasal yakınsıyor denir.

(ii).
∞∑

n=1
f n serisinin kısmi toplamlar dizisi f fonksiyonuna düzgün yakınsıyorsa

∞∑
n=1

f n serisine f fonksiyonuna

düzgün yakınsıyor denir.

(iii).
∞∑

n=1

f n (x ) serinin kısmi toplamlar dizisi sn (x ) =
n∑

i=1

f i (x ) olsun. Rn (x ) =
∞∑

i=n+1

f n (x ) ifadesine bu serinin

n .kalanı denir. Bu durumda ∞∑
n=1

f n (x ) = sn (x )+Rn(x )

olur.�
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Not 5 (i).
∞∑

n=1

f n (x ) serisinin noktasal yakınsak olması için gerek ve yeter şart her bir x ∈ A ve her ε > 0 için

bir N (x )∈� sayısının n ≥N (x ) özelliğindeki her n ∈� için

|Rn (x )|< ε
olacak şekilde bulunabilmesidir. Diğer bir deyişle her bir x ∈ A için lim

n→∞Rn (x ) = 0 olmasıdır.

(ii). Benzer şekilde
∞∑

n=1

f n (x ) serisinin düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter şart her ε > 0 için bir N ∈ �
sayısının n ≥N özelliğindeki her n ∈� ve her x ∈ A için

|Rn (x )|< ε
olacak şekilde bulunabilmesidir. Yani

∞∑
n=1

f n (x ) serisinin yakınsak olması için gerek ve yeter şart

lim
n→∞{|Rn (x )| : x ∈A}= 0

olmasıdır.�
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Sonuç 1 A bir aralık ve her n ∈� için f n : A→� sürekli bir fonksiyon olmak üzere
∞∑

n=1
f n bir fonksiyon serisi ve

f : A→� bir fonksiyon olsun.
∞∑

n=1
f n serisi f fonksiyonuna düzgün yakınsıyorsa f süreklidir.

Not 6 Sonuç 1 gereğince

lim
x→x0

� ∞∑
n=1

f n (x )

	
=
∞∑

n=1

lim
x→x0

f n (x )

olur.�

Örnek 6 ∞∑
n=1

x 2

(1+x 2)n−1
= x 2+

x 2

1+x 2
+

x 2

(1+x 2)2
+

x 2

(1+x 2)3
+ · · ·

serisinin düzgün yakınsak olmadığını gösterelim.

Çözüm. n ∈� için

sn (x ) = x 2+
x 2

1+x 2
+

x 2

(1+x 2)2
+

x 2

(1+x 2)3
+ · · ·+ x 2

(1+x 2)n
ve
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1

1+x 2
sn (x ) =

x 2

1+x 2
+

x 2

(1+x 2)2
+

x 2

(1+x 2)3
+

x 2

(1+x 2)4
+ · · ·+ x 2

(1+x 2)n
+

x 2

(1+x 2)n+1

1−1

1

2

x

y

s 1s 2s 3s 4s 5s 6s 7s 8s 9s 10s 11s 12s 13s 14s 15s 16s 17s 18s 19s 20s 21s 22s 23s 24s 25s 26s 27s 28s 29s 30s 31s 32s 33s 34s 35s 36s 37s 38s 39s 40s 41

olur. Böylece

sn (x )− 1

1+x 2
sn (x ) = x 2− x 2

(1+x 2)n+1

olur. Buradan

sn (x )+x 2sn (x )− sn (x ) = (1+x 2)
�

x 2− x 2

(1+x 2)n+1

�
yani

x 2sn (x ) = x 2+x 4− x 2

(1+x 2)n

olur. Böylece

sn (x ) = 1+x 2− 1

(1+x 2)n
ve
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s (x ) = lim
n→∞sn (x ) =

�
1+x 2, x �= 0

0, x = 0

olur. Bu durumda s süreksiz bir fonksiyondur. Teorem 1 gereğince bu seri 0 noktasını içeren bir aralıkta s
fonksiyonuna düzgün yakınsamaz.

Teorem 4 (Fonksiyon Serileri İçin Cauchy Kriteri) A ⊆� ve her n ∈� için f n : A→� bir fonksiyon olmak

üzere
∞∑

n=1
f n serisi verilsin. Bu durumda

∞∑
n=1

f n serisinin düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter şart her ε > 0

için bir N ∈� sayısının n ,m ≥N özelliğindeki her n ,m ∈� ve her x ∈ A için

|sn (x )− sm (x )|< ε
olacak şekilde bulunabilmesidir.

Bu teoremin bir sonucu olarak aşağıdaki sonucu yazabiliriz.

Sonuç 2 A ⊆� ve her n ∈� için f n : A→� bir fonksiyon olmak üzere
∞∑

n=1
f n serisi verilsin. Bu durumda

∞∑
n=1

f n

serisinin düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter şart her ε > 0 için bir N ∈ � sayısının n ≥ N özelliğindeki
her n ∈�, her x ∈ A ve her p ∈� için
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�� f n (x )+ f n+1(x )+ · · ·+ f n+p (x )
��< ε

olacak şekilde bulunabilmesidir.

Teorem 5 (Weierstrass M. Testi) A ⊆� ve her n ∈� için f n : A→� bir fonksiyon olmak üzere
∞∑

n=1
f n serisi

verilsin.

(i). Her x ∈ A için
�� f n (x )

��≤M n olacak şekilde bir M n sayısı var,

(ii).
∞∑

n=1
M n serisi yakınsak

olsun. Bu durumda
∞∑

n=1
f n serisi düzgün yakınsaktır.

Örnek 7
∞∑

n=1

cos(nx )
n 2

ve
∞∑

n=1

sin(nx )
n 2

serilerinin düzgün yakınsak olduklarını gösterelim.
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Çözüm. Her x ∈� için ����cos(nx )
n 2

����= |cos(nx )|
n 2

≤ 1

n 2
ve
����sin(nx )

n 2

����= |sin(nx )|
n 2

≤ 1

n 2

olur.
∞∑

n=1

1

n 2
serisi yakınsak olduğundan Weierstrass M. Testi gereğince

∞∑
n=1

cos(nx )
n 2

ve
∞∑

n=1

sin(nx )
n 2

serileri düzgün

yakınsaktır.

Teorem 6 A sınırlı bir aralık ve her n ∈� için f n : A→� bir fonksiyon olmak üzere ( f n ) dizisi verilsin.

(i). Her n ∈� için f ′n türevi var,

(ii).
∞∑

n=1
f ′n (x ) serisi düzgün yakınsak

olsun. Bu durumda en az bir x0 ∈ A için
∞∑

n=1
f n (x0) serisi yakınsak ise

∞∑
n=1

f n (x ) serisi düzgün yakınsaktır. Üstelik,

F (x ) =
∞∑

n=1

f n (x ) ve f (x ) =
∞∑

n=1

f ′n (x )

ise her x ∈ A için F ′(x ) = f (x ) dir.
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Kuvvet Serileri

Tanım 4 x0 ∈� ve her n ∈� için a n ∈� olsun.

(i). Her n ∈� için f n :�→� fonksiyonu f n (x ) = a n x n şeklinde tanımlı olmak üzere
∞∑

n=0

f n (x ) =
∞∑

n=0

a n x n

serisine bir kuvvet serisi denir.
(ii). Her n ∈� için f n :�→� fonksiyonu f n (x ) = a n (x −x0)n şeklinde tanımlı olmak üzere

∞∑
n=0

f n (x ) =
∞∑

n=0

a n (x −x0)n

serisine x0 noktası civarında açılmış kuvvet serisi denir.�

Teorem 7
∞∑

n=0

a n x n bir kuvvet serisi olsun. Bu durumda
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(i). x = c (c �= 0) noktasında
∞∑

n=0

a n x n serisi yakınsak ise |x |< |c | özelliğini sağlayan her x ∈� noktasında mutlak

yakınsaktır.

(ii). x = d noktasında
∞∑

n=0

a n x n serisi ıraksak ise |x | > |d | özelliğini sağlayan her x ∈ � noktasında ıraksaktır.

Şekil .? ye baınız.

Not 7 Bir
∞∑

n=0

a n x n kuvvet serisinin x = 0 noktasında yakınsak olduğu açıktır. Böylece
∞∑

n=0

a n x n kuvvet serisi

için aşağıdaki üç halden bir tanesi söz konusudur.

(i).
∞∑

n=0

a n x n serisi sadece x = 0 noktasında yakınsaktır.

(ii).
∞∑

n=0

a n x n serisi her x ∈� için yakınsaktır.

−c c0 x

−d d0 x
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(iii).
∞∑

n=0

a n x n serisi bazı x �= 0 için yakınsak ve bazı x �= 0 için yakınsak değildir. Bu durumda |x |< R özelliğindeki

her x ∈� için
∞∑

n=0

a n x n serisi yakınsak ve |x |> R özelliğindeki her x ∈� için
∞∑

n=0

a n x n serisi ıraksak olacak

şekilde bir R ∈� vardır. Diğer bir deyişle her x ∈ (x −R ,x +R) için
∞∑

n=0

a n x n serisi yakınsak olacak şekilde

bir R ∈� vardır. x =R ve x =−R için serinin yakınsaklığı ayrıca incelenir.�

Tanım 5
∞∑

n=0

a n x n bir kuvvet serisi verilsin.

� = {x ∈� :
∞∑

n=0

a n x n serisi yakınsak}
kümesine kuvvet serisinin yakınsaklık aralığı denir. Bu durumda

(i). � = {0} ise
∞∑

n=0

a n x n serisinin yakınsaklık yarıçapı 0 dır denir.
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(ii). � =� ise
∞∑

n=0

a n x n serisinin yakınsaklık yarıçapı ∞ dur denir.

(iii). Bir R ∈ � için � , [−R ,R], [−R ,R), (−R ,R] veya (−R ,R) aralıklarından birine eşit ise
∞∑

n=0

a n x n serisinin

yakınsaklık yarıçapı R dir denir.�

Tanım 6
∞∑

n=0

a n (x −x0)n serisi verilsin.

� = {x ∈� :
∞∑

n=0

a n (x −x0)n serisi yakınsak}
kümesine kuvvet serisinin yakınsaklık aralığı denir. Bu durumda

(i). � = {x0} ise
∞∑

n=0

a n (x −x0)n serisinin yakınsaklık yarıçapı 0 dır denir.

(ii). � =� ise
∞∑

n=0

a n (x −x0)n serisinin yakınsaklık yarıçapı ∞ dur denir.
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(iii). Bir R ∈� için � , [−R +x0,R +x0], [−R +x0,R +x0), (−R +x0,R +x0] veya (−R +x0,R +x0) aralıklarından

birine eşit ise
∞∑

n=0

a n (x −x0)n serisinin yakınsaklık yarıçapı R dir denir.�

Teorem 8 (Fonksiyon Serileri İçin Oran veya Bölüm Kriteri)
∞∑

n=0

a n x n kuvvet serisi verilsin. Bu durumda

(i). lim
n→∞

����a n+1

a n

����= 0 ise R =∞ dur.

(ii). lim
n→∞

����a n+1

a n

���� �= 0 ise

R =



1/ lim

n→∞

����a n+1

a n

����
�

veya R = lim

���� a n

a n+1

����
dir.

(iii). lim
n→∞

����a n+1

a n

����=∞ ise R = 0 dır.
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Seriler için kök kriterinin kuvvet serilerine uygulanması ile aşağıdaki teoremi yazabiliriz. Bu teoremin ispatı
yukarıdaki teoremin ispatına benzer şekilde seriler için kök kriteri kullanılarak kolayca yapılabilir.

Teorem 9 (Fonksiyon Serileri İçin Kök Kriteri)
∞∑

n=0

a n x n kuvvet serisi verilsin. Bu durumda

(i). lim
n→∞

n
�|a n |= 0 ise R =∞ dur.

(ii). lim
n→∞

n
�|a n | �= 0 ise

R =
1

lim
n→∞

n
�|a n |

veya R = lim
n→∞

1
n
�|a n |

dir.
(iii). lim

n→∞
n
�|a n |=∞ ise R = 0 dır.

Örnek 8
∞∑

n=0

x n

n !
= 1+

x

1!
+

x 2

2!
+

x 3

3!
+

x 4

4!
+ · · · serisinin yakınsaklık yarıçapını bulalım.
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Çözüm. Burada her n ∈� için a n =
1

n !
dir. Diğer yandan

lim
n→∞

����a n+1

a n

����= lim
n→∞

���� 1

(n +1)!/
1

n !

����= lim
n→∞

n !

(n +1)!
= lim

n→∞
1

n +1
= 0

dır. Böylece R =∞ dur. O halde her x ∈� için
∞∑

n=0

x n

n !
serisi yakınsaktır.

Örnek 9
∞∑

n=0

x n

2n
serisinin yakınsaklık aralığını bulalım.

Çözüm. Burada her n ∈� için a n =
1

2n
dir. Diğer yandan

lim
n→∞

n
�|a n |= lim

n→∞
n


���� 1

2n

����= lim
n→∞

n


���� 1

2n

����= lim
n→∞

1

2
=

1

2

dır. Böylece
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R =
1

lim
n→∞

n
�|a n |

=
1
1

2

= 2

dir. x = 2 için ∞∑
n=0

x n

2n
=
∞∑

n=0

2n

2n
=
∞∑

n=0

1

olup bu seri yakınsak değildir. x =−2 için
∞∑

n=0

x n

2n
=
∞∑

n=0

(−2)n

2n
=
∞∑

n=0

(−1)n

olup bu seri yakınsak değildir. O halde bu serinin yakınsaklık aralığı (−2,2) dir.

Örnek 10
∞∑

n=1

x n

n
serisinin yakınsaklık aralığını bulalım.
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Çözüm. Burada her n ∈� için a n =
1

n
dir. Diğer yandan

lim
n→∞

����a n+1

a n

����= lim
n→∞

���� 1

n +1/
1

n

����= lim
n→∞

n

n +1
= 1

dır. Böylece

R = 1/ lim
n→∞

����a n+1

a n

����= 1

dir. x = 1 için ∞∑
n=1

x n

n
=
∞∑

n=1

1

n

olup bu seri yakınsak değildir. x =−1 için
∞∑

n=1

x n

n
=
∞∑

n=1

(−1)n

n

olup bu seri yakınsaktır. O halde bu serinin yakınsaklık aralığı [−1,1) dir.
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Teorem 10 Yakınsaklık yarıçapı R1 olan
∞∑

n=0

a n x n ve yakınsaklık yarıçapı R2 olan
∞∑

n=0

bn x n kuvvet serileri verilsin.

Bu durumda

(a).
∞∑

n=0

(a n +bn )x n ,

(b).
∞∑

n=0

(k a n )x n ,

(c).
∞∑

n=0

cn x n (burada cr =
r∑

n=0

a n br−nx n dir)

serilerinin yakınsaklık yarıçapları R ise R ≥min{R1,R2} dir. Üstelik,

f (x ) =
∞∑

n=0

a n x n ve g (x ) =
∞∑

n=0

bn x n

ise

(i). f (x )+ g (x ) =
∞∑

n=0

(a n +bn )x n =
∞∑

n=0

a n x n +
∞∑

n=0

bn x n ,
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(ii). (k f )(x ) =
∞∑

n=0

(k a n )x n = k
∞∑

n=0

a n x n ,

(iii). f (x )g (x ) =
∞∑

n=0

cn x n =

� ∞∑
n=0

a n x n

	� ∞∑
n=0

bn x n

	

dir.

Teorem 11
∞∑

n=0

a n (x −x0)n kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapı R ve R �= 0 olsun. r <R olmak üzere

∞∑
n=0

a n (x −x0)n

serisi [x0− r,x0+ r ] aralığı üzerinde düzgün yakınsaktır.

Yukarıdaki teoremde x0 = 0 alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir.
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Sonuç 3
∞∑

n=0

a n x n kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapı R ve R �= 0 olsun. Bu durumda r < R olmak üzere

∞∑
n=0

a n x n serisi [−r,r ] aralığı üzerinde düzgün yakınsaktır.

Örnek 11 Aşağıdaki serilerin � üzerinde düzgün yakınsak olduklarını gösterelim.

(a).
∞∑

n=0

(−1)n
x 2n+1

(2n +1)!
(b).

∞∑
n=0

(−1)n
x 2n

(2n )!

Çözüm.

(a). Burada her n ∈� için a n =
(−1)n

(2n +1)!
dir. Diğer yandan

lim
n→∞

����a n+1

a n

���� = lim
n→∞

���� (−1)n+1

(2n +3)!/
(−1)n

(2n +1)!

����= lim
n→∞

(2n +1)!
(2n +3)!

= lim
n→∞

(2n +1)!
(2n +1)!(2n +2)(2n +3)

= lim
n→∞

1

(2n +1)(2n +3)
= 0

dır. Böylece R =∞ dur. Bu durumda her r ∈� için bu seri [−r,r ] aralığı üzerinde düzgün yakınsaktır. O
halde bu seri � üzerinde düzgün yakınsaktır.
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(b). Burada her n ∈� için a n =
(−1)n

(2n )!
dir. Diğer yandan

lim
n→∞

����a n+1

a n

���� = lim
n→∞

���� (−1)n+1

(2n +2)!/
(−1)n

(2n )!

����= lim
n→∞

2n !

(2n +2)!
= lim

n→∞
(2n )!

(2n )!(2n +1)(2n +2)

= lim
n→∞

1

(2n +1)(2n +2)
= 0

dır. Böylece R =∞ dur. Bu durumda her r ∈� için bu seri [−r,r ] aralığı üzerinde düzgün yakınsaktır. O
halde bu seri � üzerinde düzgün yakınsaktır.

Sonuç 4
∞∑

n=0

a n x n serisinin yakınsaklık yarıçapı R olsun. Bu durumda f (x ) =
∞∑

n=0

a n x n şeklinde tanımlı f fonksiy-

onu r <R olmak üzere [−r,r ] aralığı üzerinde süreklidir.

Teorem 12
∞∑

n=0

a n x n serisinin yakınsaklık yarıçapı R �= 0 özelliğinde bir reel sayı olsun. Bu durumda
∞∑

n=0

a n Rn

serisi mutlak yakınsaksa
∞∑

n=0

a n x n serisi [−R ,R] aralığı üzerinde düzgün yakınsaktır.
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Örnek 12
∞∑

n=1

2n

2n 2+n

� x

1−x

�n

serisinin
�
−1,

1

3

�
aralığı üzerinde düzgün yakınsak olduğunu gösterelim.

Çözüm. z =
2x

1−x
diyelim. Bu durumda

∞∑
n=1

2n

2n 2+n

� x

1−x

�n

=
∞∑

n=1

z n

2n 2+n
olur. Her n ∈� için a n =

1

2n 2+n

olmak üzere

lim
n→∞

����a n+1

a n

���� = lim
n→∞

���� 1

2(n +1)2+n +1/
1

2n 2+n

����= lim
n→∞

���� 1

2n 2+5n +3/
1

2n 2+n

����
= lim

n→∞

���� 2n 2+n

2n 2+5n +3

����= 1

dır. Böylece

R = 1/ lim
n→∞

����a n+1

a n

����= 1

dir. z = 1 için ∞∑
n=1

z n

2n 2+n
=
∞∑

n=1

1

2n 2+n
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serisi mutlak yakınsak olduğundan Teorem 12 gereğince
∞∑

n=1

z n

2n 2+n
serisi [−1,1] aralığı üzerinde düzgün yakın-

saktır. Bu durumda
∞∑

n=1

2n

2n 2+n

� x

1−x

�n

seriside −1≤ 2x

1−x
≤ 1 özelliğini sağlayan x lerin oluşturduğu küme

üzerinde düzgün yakınsaktır. Diğer bir deyişle
∞∑

n=1

2n

2n 2+n

� x

1−x

�n

serisi
�
−1,

1

3

�
aralığı üzerinde düzgün

yakınsaktır.

Tanım 7
∞∑

n=0

a n x n kuvvet serisi verilsin.

∞∑
n=1

na n x n−1 = a 1+2a 2x +3a 3x 2+ · · ·

serisine
∞∑

n=0

a n x n serisisinden türetilmiş seri denir.�
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Teorem 13
∞∑

n=0

a n x n ve
∞∑

n=1

na n x n−1 serilerinin yakınsaklık yarıçapları aynıdır.

Teorem 13 ve Sonuç 6 gereğince aşağıdaki sonucu yazabiliriz.

Sonuç 5
∞∑

n=0

a n x n serisinin yakınsaklık yarıçapı R �= 0 olsun. Bu durumda F (x ) =
∞∑

n=0

a n x n fonksiyonu r < R

olmak üzere her x ∈ [−r,r ] noktasında türevlenebilir ve her x ∈ [−r,r ] için F ′(x ) =
∞∑

n=1

na n x n−1 dir.

Teorem 14 (Kuvvet Serileri İçin Eşitlik Teoremi)
∞∑

n=0

a n x n ve
∞∑

n=0

bn x n kuvvet serileri |x | < R (R > 0)

özelliğindeki her x ∈� için aynı toplama sahip olsun. Bu durumda her n ∈� için a n = bn dir.
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Taylor Serileri

Teorem 15
∞∑

n=0

a n (x − x0)n kuvvet serisinin yakınsaklık yarıçapı R �= 0 ve f (x ) =
∞∑

n=0

a n (x − x0)n olsun. Bu

durumda her r için a r =
f (r )(x0)

r !
dir.

Not 8 Teorem 15 gereğince f (x ) =
∞∑

n=0

a n (x −x0)n ise her n için a n =
f (n )(x0)

n !
dir. Bu durumda

f (x ) =
∞∑

n=0

f (n )(x0)
n !

(x −x0)n

olur. Eğer x0 = 0 ve f (x ) =
∞∑

n=0

a n x n ise a n =
f (n )(0)

n !
ve dolayısıyla

f (x ) =
∞∑

n=0

f (n )(0)
n !

x n

olur.�
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f , x = x0 noktasının bir komşuluğunda n .mertebeden sürekli türevi ve (n+1).mertebeden türevi olan bir fonksiyon
ise Teorem ?? gereğince x ile x0 arasındaki bir c için

f (x ) = f (x0)+
f ′(x0)

1!
(x −x0)+

f ′′(x0)
2!
(x −x0)2+ · · ·+ f (n )(x0)

n !
(x −x0)n +

f (n+1)(c )
(n +1)!

(x −x0)n+1

şeklinde yazılabilir. Bu durumda

Tn (x ) = f (x0)+
f ′(x0)

1!
(x −x0)+

f ′′(x0)
2!
(x −x0)2+ · · ·+ f (n )(x0)

n !
(x −x0)n

ve
Rn (x ) =

f (n+1)(c )
(n +1)!

(x −x0)n+1

olmak üzere
f (x ) = Tn (x )+Rn(x )

şeklinde yazılabilir. f nin her mertebeden türevi varsa n istenildiği kadar büyük tutulabilir. Bu durumda
∞∑

n=0

f (n )(x0)
n !

(x −x0)n

şeklinde bir kuvvet serisi elde edilir.
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Tanım 8 f bir A açık aralığı üzerinde her mertebeden sürekli tüvere sahip bir fonksiyon olsun.
∞∑

n=0

f (n )(x0)
n !

(x −x0)n

kuvvet serisine f nin x0 noktasındaki Taylor serisi denir. x0 = 0 ise
∞∑

n=0

f (n )(0)
n !

x n

kuvvet serisine f nin Maclaurin serisi denir.�

Bir f fonksiyonunun bir x0 noktasındaki Taylor (Maclaurin) serisi yakınsak olmayabilir. Yakınsak olsa bile f fonk-
siyonuna yakınsamayabilir. Açıkça bu serilerin yakınsak olması için gerek ve yeter şart lim

n→∞Rn (x ) = 0 olmasıdır.

Örnek 13 f (x ) = |x | fonksiyonunun x0 = 1 civarındaki Taylor serisinin f ye yakınsamadığını gösterelim.

Çözüm. f fonksiyonunun x0 = 1 civarında her mertebeden türevi vardır ve

f (0)(1) = 1 f ′(1) = 1 f ′′(1) = 0 f ′′′(1) = 0
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dır. Daha genel olarak n ≥ 2 için f (n )(1) = 0 dır. Bu durumda f nin Taylor serisi
∞∑

n=0

f (n )(x0)
n !

(x −x0)n =
∞∑

n=0

f (n )(1)
n !

(x −1)n

= f (0)+
f ′(1)

1!
(x −1)+

f ′′(1)
2!
(x −1)2+

f ′′′(1)
3!
(x −1)3+ · · ·+ f (n )(1)

n !
(x −1)n + · · ·

= 1+(x −1) = x

olur. Fakat negatif x ler için f (x ) �= x olduğundan f fonksiyonunun Taylor serisi f ye yakınsamaz. Bunun nedeni
f fonksiyonunun x = 0 noktasında türevinin olmamasıdır.

Teorem 16 f her mertebeden türevi olan bir fonksiyon ve |x −x0|<R özelliğindeki her x için

lim
n→∞Rn (x ) = lim

n→∞
f (n+1)(c )
(n +1)!

(x −x0)n+1 = 0 (c ∈ (R −x0,R +x0))

olsun. Bu durumda f nin Taylor serisi (R −x0,R +x0) aralığında f fonksiyonuna yakınsar.

Teorem 17 f : (a ,b )→� her mertebeden türevi olan bir fonksiyon ve her n için
�� f (n )(x )��≤ K olacak şekilde bir

K ∈�+ olsun. Bu durumda
∞∑

n=0

f (n )(x0)
n !

(x −x0)n serisi f ye yakınsar.
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Örnek 14 Her x ∈� için f (x ) = sin(x ) şeklinde tanımlı fonksiyonun x = 0 civarındaki Maclaurin serisini bulalım.

Çözüm. f fonksiyonunun her mertebeden türevi vardır ve
f (0)(x ) = sin(x ), f (0)(0) = 0 f (4)(x ) = sin(x ), f (4)(0) = 0
f ′(x ) = cos(x ), f ′(0) = 1 f (5)(x ) = cos(x ), f (5)(0) = 1
f ′′(x ) =−sin(x ), f ′′(0) = 0 f (6)(x ) =−sin(x ), f (6)(0) = 0
f ′′′(x ) =−cos(x ), f ′′′(0) =−1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

olduğundan her n için
�� f (n )(x )�� ≤ 1 dir. Teorem 17 gereğince f (x ) = sin(x ) fonksiyonunun Maclaurin serisi

f (x ) = sin(x ) fonksiyonuna yakınsar. Diğer yandan

sin(x ) = f (0)+
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)
2!

x 2+
f ′′′(0)

3!
x 3+ · · ·+ f (n )(0)

n !
x n + · · ·

= 0+
1

1!
x +

0

2!
x 2+
−1

3!
x 3+

0

4!
x 4+

1

5!
x 5+ · · ·+ f (n )(0)

n !
x n + · · ·

=
1

1!
x − 1

3!
x 3+

1

5!
x 5− 1

7!
x 7+

1

9!
x 9+ · · ·

olduğundan sin(x ) =
∞∑

n=0

(−1)n
x 2n+1

(2n +1)!
olur.
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Örnek 15 f (x ) = x cos(x 2) fonksiyonunun Maclaurin serisini bulalım.

Çözüm. Örnek ?? gereğince cosx =
∞∑

n=0

(−1)n
x 2n

(2n )!
dir. Bu durumda

f (x ) = x cos(x 2) = x
∞∑

n=0

(−1)n
(x 2)2n

(2n )!
= x

∞∑
n=0

(−1)n
x 4n

(2n )!
=
∞∑

n=0

(−1)n x
x 4n

(2n )!
=
∞∑

n=0

(−1)n
x 4n+1

(2n )!

olur.

Teorem 18 (Binom Serisi) α bir reel sayı ve |x |< 1 olsun. Bu durumda

(1+x )α= 1+αx +
α(α−1)

2!
x 2+

α(α−1)(α−2)
2!

x 3+ · · ·= 1+
∞∑

n=1

α(α−1) · · · (α−n +1)
n !

x n

dır.
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Not 9 α∈� ve n ∈� olmak üzere
�
α

0

�
= 1 ve

�
α

n

�
=
α(α−1) · · · (α−n +1)

n !
olarak tanımlanırsa

f (x ) = 1+
α

1!
x +
α(α−1)

2!
x 2+

α(α−1)(α−2)
3!

x 3+ · · ·+ α(α−1)(α−2)(α−3) · · · (α−n +1)
n !

x n + · · ·
=

∞∑
n=0

α(α−1) · · · (α−n +1)
n !

x n =
∞∑

n=0

�
α

n

�
x n

olur.�

Örnek 16 Aşağıdaki fonksiyonların Binom serilerini bulalım.

(a). f (x ) =
�

1+x

(b). f (x ) =
1�

1+x
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Çözüm.

(a). Burada α=
1

2
dir. Buna göre

�
1+x = 1+

1

2

x

1!
+

1

2

�
1

2
−1

�
x 2

2!
+

1

2

�
1

2
−1

��
1

2
−2

�
x 3

3!
+

1

2

�
1

2
−1

��
1

2
−2

��
1

2
−3

�
x 4

4!

+
1

2

�
1

2
−1

��
1

2
−2

��
1

2
−3

��
1

2
−4

�
x 5

5!
+ · · ·

= 1+
1

2
x +

1

2

�
−1

2

�
x 2

2!
+

1

2

�
−1

2

��−3

2

�
x 3

3!
+

1

2

�−1

2

��−3

2

��−5

2

�
x 4

4!

+
1

2

�−1

2

��−3

2

��−5

2

��−7

2

�
x 5

5!
+ · · ·

= 1+
1

2
x − 1

4

x 2

2!
+

3

8

x 3

3!

−15

16

x 4

4!
+

85

32

x 5

5!
+ · · ·

= 1+
1

2
x − 1

8
x 2+

3

48
x 3− 15

384
x 4+

85

3840
x 5+ · · ·

olur.
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(b). Burada α=−1

2
dir. Buna göre

1�
1+x

= 1− 1

2

x

1!
− 1

2

�
−1

2
−1

�
x 2

2!
− 1

2

�
−1

2
−1

��
−1

2
−2

�
x 3

3!

−1

2

�
−1

2
−1

��
−1

2
−2

��
−1

2
−3

�
x 4

4!

−1

2

�
−1

2
−1

��
−1

2
−2

��
−1

2
−3

��
−1

2
−4

�
x 5

5!
+ · · ·

= 1− 1

2
x − 1

2

�
−3

2

�
x 2

2!
− 1

2

�
−3

2

��
−5

2

�
x 3

3!
− 1

2

�−3

2

��−5

2

��−7

2

�
x 4

4!

−1

2

�−3

2

��−5

2

��−7

2

��−9

2

�
x 5

5!
+ · · ·

= 1− 1

2
x +

3

4

x 2

2!
− 15

8

x 3

3!
+

85

16

x 4

4!
− 765

32

x 5

5!
+ · · ·

= 1− 1

2
x +

3

8
x 2− 5

16
x 3+

35

128
x 4− 63

256
x 5+ · · ·

olur.
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Örnek 17 (a).
�

1.02 (b).
�

5

değerlerini yaklaşık olarak bulalım.

Çözüm.

(a). 1.02= 1+0.02 olduğundan �
1.02= (1+0.02)

1
2

dir. Bu durumda
(1+x )

1
2 = 1+

1

2
x − 1

8
x 2+

3

48
x 3− 15

384
x 4+

85

3840
x 5+ · · ·

olduğundan
�

1.02= (1+0.02)
1
2 = 1+

1

2
(0.02)− 1

8
(0.02)2+

3

48
(0.02)3− 15

384
(0.02)4+

85

3840
(0.02)5+ · · · ∼= 1.0100

olur.

(b).
�

5=

�
4

5

4
= 2

�
5

4
= 2

�
1+

1

4
ve

(1+x )
1
2 = 1+

1

2
x − 1

8
x 2+

3

48
x 3− 15

384
x 4+

85

3840
x 5+ · · ·

olduğundan
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�
1+

1

4

� 1
2

= 1+
1

2

�
1

4

�
− 1

8

�
1

4

�2

+
3

48

�
1

4

�3

− 15

384

�
1

4

�4

+
85

3840

�
1

4

�5

+ · · · ∼= 1.118

olur. Bu durumda
�

5∼= 2×1.118= 2.236 olur.
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