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Trigonometrik ve Ters Trigonometrik Fonksiyonlar

Bir fonksiyonun tersinin olması için gerek ve yeter şartın fonksiyonun bire-bir ve örten olması gerektiğini ??.Bölümden
biliyoruz. Diğer yandan bir fonksiyonun bire-bir olması için gerek ve yeter şartın fonksiyonun kesin artan veya
kesin azalan olması gerektiğini ??.Bölümden biliyoruz. Bu bölümde trigonometrik fonksiyonların ters fonksiy-
onlarını uygun aralıklar üzerinde tanımlayıp bu fonksiyonların grafiklerini ??., ??., ??., ??. ve ??.Bölümlerde
verilen bilgileri kullanarak daha detaylı bir şekilde çizeceğiz.

Trigonometrik Fonksiyonların Grafikleri

sin(x ) Fonksiyonun Grafiği

Önce f (x ) = sin(x ) fonksiyonunun grafiğini [−π,π] aralığında çizelim. sin(0) = 0 olduğundan fonksiyonun grafiği
y -eksenini 0 noktasında keser.

sin(−π) = sin(0) = sin(π) = 0

olduğundan fonksiyonun grafiği x -eksenini −π,0 ve π noktalarında keser. Her x ∈� için

f ′(x ) = cos(x )

dir. Buna göre
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sin′(x ) = 0⇒ cos(x ) = 0⇒ x =
−π
2

veya x =
π

2

dir. sin
�−π

2

�
=−1 ve sin
�
π

2

�
= 1 dir. Ayrıca x ∈ �−π,−π

2

�
için

sin′(x ) = cos(x )< 0

olduğundan
�−π,−π

2

�
üzerinde sin(x ) fonksiyonu kesin azalan ve x ∈ �−π

2
, π

2

�
için

sin′(x ) = cos(x )> 0

olduğundan
�−π

2
, π

2

�
üzerinde sin(x ) fonksiyonu kesin artan ve x ∈ �π

2
,π
�

için

sin′(x ) = cos(x )< 0

olduğundan
�
π
2

,π
�

üzerinde sin(x ) fonksiyonu kesin azalandır. sin′(x ) fonksiyonuda türevlenebilir ve

sin′′(x ) =−sinx

dir. Buna göre
sin′′(x ) = 0⇒−sin(x ) = 0⇒ x =−π,x = 0 veya x =π

dir. x ∈ (−π,0) için
sin′′(x )≥ 0

olduğundan (−π,0) üzerinde fonksiyon konveks ve x ∈ (0,π) için sin′′(x )≤ 0 olduğundan (0,π) üzerinde fonksiyon
konkavdır. 0 noktasında sin′′(x ) işaret değiştirdiğinden 0 noktası fonksiyonun büküm noktasıdır.
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Bu bilgiler Tablo .? de toplanır ve grafik çizilirse sin(x ) fonksiyonunun [−π,π] üzerindeki grafiği Şekil .? de
görüldüğü gibi olur. sin(x ) fonksiyonunun periyodu 2π olduğundan bu fonksiyonun reel eksen üzerindeki grafiği
Şekil .? de görüldüğü gibi olur.

cos(x ) Fonksiyonunun Grafiği

Önce f (x ) = cos(x ) fonksiyonunun grafiğini [−π,π] aralığında çizelim. cos(0) = 1 olduğundan fonksiyonun grafiği

y -eksenini 1 noktasında keser. cos
�−π

2

�
= cos
�
π

2

�
= 0 olduğundan fonksiyonun grafiği x -eksenini

−π
2

ve
π

2
noktalarında keser. Ayrıca cos(0) = 1, cos(−π) = −1 ve cos(π) = −1 dir. Her x ∈ � için f ′(x ) = −sin(x ) dir.
Buna göre

cos′(x ) = 0⇒−sin(x ) = 0⇒ x =−π,x = 0 veya x =π
dir. Ayrıca x ∈ (−π,0) için cos′(x ) = −sin(x ) > 0 olduğundan (−π,0) üzerinde cos(x ) fonksiyonu kesin artan
ve x ∈ (0,π) için cos′(x ) = −sin(x ) < 0 olduğundan (0,π) üzerinde cos(x ) fonksiyonu kesin azalandır. cos′(x )
fonksiyonuda türevlenebilir ve cos′′(x ) =−cos(x ) dir. Buna göre

cos′′(x ) = 0⇒−cos(x ) = 0⇒ x =
−π
2

veya x =
π

2

dir. x ∈ �−π,−π
2

�
için cos′′(x )≥ 0 olduğundan

�−π,−π
2

�
üzerinde fonksiyon konveks, x ∈ �−π

2
, π

2

�
için cos′′(x )< 0

sin(x )

y

x

1

−1

π

2
π

3π
2

2π−

π

2
−π

−

3π
2−2π

sin(x )

x

y
1

−1

π

2
π

−

π

2−π

x −π −π/2 0 π/2 π

sin′(x ) −1 − 0 + 1 + 0 − 1
sin′′(x ) 0 Konveks 0 Konkav 0

sin(x )
0

−1
0

1
0

Y. Min.
Y. Mak.
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olduğundan
�−π

2
, π

2

�
üzerinde fonksiyon konkav ve x ∈ �π

2
,π
�

için cos′′(x ) ≥ 0 olduğundan
�
π
2

,π
�

üzerinde

fonksiyon konveksdir.
−π
2

ve
π

2
noktalarında cos′′(x ) işaret değiştirdiğinden bu noktalar fonksiyonun büküm

noktalarıdır.
Bu bilgiler Tablo .? de toplanır ve grafik çizilirse cos(x ) fonksiyonunun [−π,π] aralığı üzerindeki grafiği Şekil .? de
görüldüğü gibi olur. cos(x ) fonksiyonunun periyodu 2π olduğundan bu fonksiyonun reel eksen üzerindeki grafiği
Şekil .? de görüldüğü gibi olur.

csc(x ) Fonksiyonunun Grafiği

Önce csc(x ) fonksiyonunun grafiğini (−π,π)\{0} üzerinde çizelim. csc(x ) =
1

sin(x )
= 0 olacak şekilde x olmadığın-

dan fonksiyonun grafiği x -eksenini kesmez. 0 noktası csc(x ) fonksiyonunun tanım kümesine ait olmadığından
csc(x ) fonksiyonunun grafiği y -ekseninide kesmez. csc(x ) fonksiyonu tanımlı olduğu her x noktasında türevlene-
bilir ve

csc′(x ) = −cos(x )
sin2(x )

dir. Buna göre
csc′(x ) = 0⇒−cos(x ) = 0⇒ x =−π

2
veya x =

π

2

cos(x )

y

x

1

−1

π

2

π

3π
2

2π

−

π

2−π−

3π
2

−2π

cos(x )

x

y
1

−1

π

2

π
−

π

2−π

x −π −π/2 0 π/2 π

cos′(x ) 0 + 1 + 0 − −1 − 0
cos′′(x ) Konveks 0 Konkav 0 Konveks

cos(x )
−1

0
1

0
−1

Y. Min.

Y. Mak.

Y. Min.
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dir. x ∈ �−π,−π
2

�
için csc′(x )> 0 olduğundan

�−π,−π
2

�
üzerinde fonksiyon kesin artan, x ∈ �−π

2
, π

2

�
ve x �= 0 için

csc′(x )< 0 olduğundan
�−π

2
,0
�

ve
�

0, π
2

�
üzerinde fonksiyon kesin azalan, x ∈ �π

2
,π
�

için csc′(x )> 0 olduğundan�
π
2

,π
�

üzerinde fonksiyon kesin artandır. Böylece x =
−π
2

noktasında fonksiyon yerel maksimuma sahip ve x =
π

2
noktasında fonksiyon yerel minimuma sahiptir. Üstelik,

csc
�−π

2

�
=−1 ve csc
�
π

2

�
= 1

dir.

lim
x→0+

csc(x ) = lim
x→0+

1

sin(x )
=∞, lim

x→0−
csc(x ) = lim

x→0−
1

sin(x )
=−∞,

lim
x→π− csc(x ) = lim

x→π−
1

sin(x )
=∞, lim

x→−π+ csc(x ) = lim
x→−π−

1

sin(x )
=−∞

olduğundan x = 0,x =−π ve x = π doğruları fonksiyonun düşey asimtotudurlar. sin(x ) fonksiyonu periyodik ve
periyodu 2π olduğundan csc(x ) fonksiyonuda periyodik ve periyodu 2π dir.

Bu bilgiler Tablo .? de toplanır ve grafik çizilirse csc(x ) fonksiyonunun grafiği Şekil .? de görüldüğü gibi olur.

π

2
π

3π
2

2π

−

π

2

−π

3π
2

2π

1

−1

2

4

6

−2

−4

−6

x

y

x −π
−

π

2 0
π

2 π

csc′(x ) − − 0 + + + + 0 − −

csc(x )
−∞ −∞

∞

1
∞−1

Y. Mak. Y. Min.
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sec(x ) Fonksiyonunun Grafiği

Önce sec(x ) fonksiyonunun grafiğini [0,2π]\�π
2

, 3π
2

�
üzerinde çizelim. sec(x ) =

1

cos(x )
= 0 olacak şekilde x

olmadığından fonksiyonun grafiği x -eksenini kesmez. sec(0) = 1 olduğundan sec(x ) fonksiyonunun grafiği y -
eksenini 1 noktasında keser. Ayrıca sec(2π) = 1 ve sec(π) = −1 dir. sec(x ) fonksiyonu tanımlı olduğu her x
noktasında türevlenebilir ve

sec′(x ) = sin(x )
cos2(x )

dir. Buna göre
sec′(x ) = 0⇒ sin(x ) = 0⇒ x = 0, x =π veya x = 2π

dir. x ∈ �0, π
2

�
ve x ∈ �π

2
,π
�

için
sec′(x )> 0

olduğundan bu aralıklarda fonksiyon kesin artan ve x ∈ �π, 3π
2

�
ve x ∈ � 3π

2
,2π
�

için
sec′(x )< 0

olduğundan bu aralıklarda fonksiyon kesin azalandır. Böylece x = 0,x = 2π noktalarında fonksiyon yerel mini-
muma sahip ve x =π noktasında fonksiyon yerel maksimuma sahiptir.

lim
x→ π2 −

sec(x ) = lim
x→ π2 −

1

cos(x )
=∞, lim

x→ π2 +
sec(x ) = lim

x→ π2 +
1

cos(x )
=−∞,
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lim
x→ 3π

2
− sec(x ) = lim

x→ 3π
2
−

1

cos(x )
=−∞, lim

x→ 3π
2
+

sec(x ) = lim
x→ 3π

2
+

1

cos(x )
=∞

olduğundan x =
π

2
, x =

3π

2
doğruları fonksiyonun düşey asimtotudurlar. cos(x ) fonksiyonu periyodik ve periyodu

2π olduğundan sec(x ) fonksiyonuda periyodik ve periyodu 2π dir.
Bu bilgiler Tablo .? de toplanır ve grafik çizilirse sec(x ) fonksiyonunun grafiği Şekil .? de görüldüğü gibi olur.

tan(x ) Fonksiyonunun Grafiği

Teorem 1 tan(x ) =
sin(x )
cos(x )

fonksiyonu tanımlı olduğu her noktada türevlenebilir ve tan′(x ) = 1+ tan2(x ) dir.

tan(x ) =
sin(x )
cos(x )

fonksiyon periyodik olup periyodu π dir. O halde tan(x ) fonksiyonunuun grafiğini önce
�− π

2
,
π
2

	

aralığında çizelim. Her x ∈
�
− π

2
,
π
2

	
için tan′(x ) > 0 olduğundan tan(x ) fonksiyonu kesin artandır. tan′(x ) = 0

olacak şekilde x olmadığından bu fonksiyonun yerel maksimumu ve yerel minimumu yoktur.

π

2 π
3π
2

2π

−

π

2
−π

−

3π
2 1

−1

2

4

6

−2

−4

−6

−8

x

y

x 0
π

2 π

3π
2 2π

sec′(x ) 0 + + + + 0 − − − − 0

sec(x )
Y. Min

∞

Y. Maks

−1

Y. Min
11 −∞ −∞

∞
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tan(x ) = 0⇔ x = 0

olduğundan fonksiyon eksenleri sadece 0 noktasında keser. tan′(x ) fonksiyonunun tanımlı olduğu her x noktasında
türevi vardır ve tan′′(x ) = 2 tan(x )(1+ tan2(x )) dir. Böylece

tan′′(x ) = 0⇒ x = 0

olur. Bu durumda x ∈ �− π
2

,0



için tan′′(x ) ≤ 0 olduğundan
�− π

2
,0



üzerinde fonksiyon konkav ve x ∈ �0,
π
2

	

için tan′′(x ) ≥ 0 olduğundan
�

0,
π
2

	
üzerinde fonksiyon konveksdir. Üstelik, x = 0 noktası fonksiyonun büküm

noktasıdır.
lim

x→π/2− tan(x ) = lim
x→π/2−

sin(x )
cos(x )

=∞
ve

lim
x→−π/2+ tan(x ) = lim

x→−π/2+
sin(x )
cos(x )

=−∞
olduğundan x =−π

2
ve x =

π

2
doğruları fonksiyonun düşey asimtotlarıdır.

Bu bilgiler kullanılarak grafik çizilirse tan(x ) fonksiyonun grafiği Şekil .? de görüldüğü gibi olur.

π

2

−π

π 3π
2

−3π
2

−

π

2

1

2

3

−1

−2

−3

−4

x

y
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cot(x ) Fonksiyonunun Grafiği

Teorem 2 cot(x ) =
cos(x )
sin(x )

fonksiyonu tanımlı olduğu her noktada türevlenebilir ve cot′(x ) =−(1+ cot2(x )) dir.

cot(x ) =
cos(x )
sin(x )

fonksiyon periyodik olup periyodu π dir. O halde cot(x ) fonksiyonunun grafiğini önce (0,π)

aralığında çizelim.
cot(x ) = 0⇔ x =

π

2

olduğundan fonksiyon x -eksenini x =
π

2
noktasında keser. Her x ∈ (0,π) için cot′(x ) < 0 olduğundan cot(x )

fonksiyonu kesin azalandır. cot′(x ) fonksiyonunun tanımlı olduğu her x noktasında türevi vardır ve

cot(x )′′(x ) = 2 cot(x )(1+ cot2(x ))

dir. Böylece
cot′′(x ) = 0⇒ x =

π

2

olur. Bu durumda x ∈ �0,
π
2



için cot′′(x ) ≥ 0 olduğundan

�
0,
π
2



üzerinde fonksiyon konveks ve x ∈ �π

2
,π
	

için cot′′(x ) ≤ 0 olduğundan
�
π
2

,π
	

üzerinde fonksiyon konkavdır. Üstelik, x =
π

2
noktası fonksiyonun büküm

noktasıdır.
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lim
x→π+ cot(x ) = lim

x→π+
cot(x )
sin(x )

=−∞ ve lim
x→0−

cot(x ) = lim
x→0−

cot(x )
sin(x )

=∞
olduğundan x = 0 ve x =π doğruları fonksiyonun düşey asimtotlarıdır.
Bu bilgiler kullanılarak grafik çizilirse cot(x ) fonksiyonun grafiği Şekil .? de görüldüğü gibi olur.

Ters Trigonometrik Fonksiyonlar ve Grafikleri

Bu kısımda Kısım de grafiklerini çizdiğimiz trigonometrik fonksiyonların uygun aralıklar üzerindeki ters fonksi-
yonlarını tanımlayarak bunların grafiklerini çizelim.

arcsin(x ) Fonksiyonu ve Grafiği

Her x ∈ �− π
2

,
π
2

	
için sin′(x ) = cos(x )> 0 olduğundan

�− π
2

,
π
2

	
aralığı üzerinde sin(x ) fonksiyonu kesin artandır.

sin
�
π

2

�
= 1, sin
�
− π

2

	
= −1 ve x ∈
�
− π

2
,
π
2

	
için |sin(x )| < 1 olduğundan sin(x ) fonksiyonu

�
− π

2
,
π
2



aralığı

üzerinde bire-bir dir. Diğer yandan ara değer teoremi gereğince her y ∈ [−1,1] için sin(x ) = y olacak şekilde bir
x ∈ �− π

2
,
π
2



vardır. Böylece

π

2−π

π

3π
2 2π

−

π

2

1

2

3

−1

−2

−3

x

y
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sin :
�
− π

2
,
π
2



→ [−1,1]

fonksiyonu bire-bir ve örtendir. Bu durumda

sin−1 : [−1,1]→ �− π
2

,
π
2




ters fonksiyonu vardır. sin−1(x ) fonksiyonu arcsin(x ) ile gösterilir ve arcus sinüs fonksiyonu denir. sin(x )
fonksiyonu
�− π

2
,
π
2



aralığında sürekli olduğundan Teorem ?? gereğince arcsin(x ) fonksiyonu [−1,1] üzerinde

süreklidir. arcsin(x ) fonksiyonu sin(x ) fonksiyonunun tersi olduğundan arcsin(x ) in grafiği sin(x ) fonksiyonunun�− π
2

,
π
2



üzerindeki grafiğinin y = x doğrusuna göre simetriğidir. Buna göre arcsin(x ) in grafiği Şekil .? de

görüldüğü gibidir.

Şimdi arcsin(x ) fonksiyonunun türevini inceleyelim. x ∈
�
− π

2
,
π
2

	
için sin′(x ) �= 0 dır. Böylece arcsin(x ) fonksi-

yonu (−1,1) aralığında türevlenebilir.

Teorem 3 x ∈ (−1,1) için arcsin′(x ) = 1�
1−x 2

dir.

1

−1

x

y
π

2

−

π

2
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arccos(x ) Fonksiyonu ve Grafiği

Her x ∈ (0,π) için cos′(x ) = −sin(x ) < 0 olduğundan (0,π) aralığı üzerinde cos(x ) fonksiyonu kesin azalandır.
cos(0) = 1, cos(π) =−1 ve x ∈ (0,π) için |cos(x )|< 1 olduğundan cos(x ) fonksiyonu [0,π] aralığı üzerinde bire-bir
dir. Diğer yandan aradeğer teoremi gereğince her y ∈ [−1,1] için cos(x ) = y olacak şekilde bir x ∈ [0,π] vardır.
Böylece

cos : [0,π]→ [−1,1]
fonksiyonu bire-bir ve örtendir. Bu durumda

cos−1 : [−1,1]→ [0,π]

ters fonksiyonu vardır. cos−1(x ) fonksiyonu arccos(x ) ile gösterilir ve arcus cosinüs fonksiyonu denir. cos(x )
fonksiyonu [0,π] aralığında sürekli olduğundan Teorem ?? gereğince arccos(x ) fonksiyonu [−1,1] üzerinde sürek-
lidir. arccos(x ) fonksiyonu cos(x ) fonksiyonunun tersi olduğundan arccos(x ) in grafiği cos(x ) fonksiyonunun [0,π]
üzerindeki grafiğinin y = x doğrusuna göre simetriğidir. Buna göre arccos(x ) in grafiği Şekil .? de görüldüğü
gibidir.

Şimdi arccos(x ) fonksiyonunun türevini inceleyelim. x ∈ (0,π) için

cos′(x ) �= 0

olduğundan arccos(x ) fonksiyonu (−1,1) aralığında türevlenebilir.

1 2 3−1 x

y

π

π

2
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Teorem 4 x ∈ (−1,1) için arccos′(x ) = −1�
1−x 2

dir.

arccsc(x ) Fonksiyonu ve Grafiği

Her x ∈
�
− π

2
,0
	⋃�

0,
π
2



için csc′(x ) = −cosx

sin2 x
< 0 olduğundan

�
− π

2
,0
	⋃�

0,
π
2



üzerinde csc(x ) fonksiyonu

bire-bir dir. Diğer yandan lim
x→0+

csc(x ) =∞ ve lim
x→0−

csc(x ) =−∞ olduğundan

csc :
�
− π

2
,0
	⋃�

0,
π
2



→ (−∞,−1]∪[1,∞)

fonksiyonu bire-bir örten olur. Bu durumda

csc−1 : (−∞,−1]∪[1,∞)→ �− π
2

,0
	⋃�

0,
π
2




ters fonksiyonu vardır. Bu ters fonksiyon csc−1(x ) = arccsc(x ) şeklinde gösterilir.

Şimdi arccsc(x ) fonksiyonunun türevini inceleyelim. x ∈ �− π
2

,0
	⋃�

0,
π
2



için csc′(x ) �= 0 dır. Böylece arccsc(x )

fonksiyonu (−∞,−1]∪[1,∞) üzerinde türevlenebilir.

Teorem 5 x ∈ (−∞,−1)∪(1,∞) için arccsc′(x ) = −1

|x |�x 2−1
dir.
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|x |> 1 için

arccsc′(x ) = −1

|x |�x 2−1
< 0

olduğundan arccscx fonksiyonu kesin azalandır. Diğer yandan

arccsc(1) =
π

2
ve arccsc(−1) =−π

2
ve

lim
x→−∞arccsc(x ) = 0 ve lim

x→∞arccsc(x ) = 0

dır. Buna göre arccsc(x ) fonksiyonunun grafiği Şekil .? de görüldüğü gibi olur. Tablo .? e bakınız.

arcsec(x ) Fonksiyonu ve Grafiği

Her x ∈ �0,
π
2

	⋃�π
2

,π



için sec′(x ) = sinx

cos2 x
≥ 0 olduğundan

�
0,
π
2

	⋃�π
2

,π



üzerinde sec(x ) fonksiyonu bire-bir
dir. Diğer yandan

lim
x→ π2 +

sec(x ) =−∞ ve lim
x→ π2 −

sec(x ) =∞
olduğundan

sec :
�

0,
π
2

	⋃�π
2

,π


→ (−∞,−1]∪[1,∞)

fonksiyonu bire-bir örten olur. Bu durumda

1

−1
1 2 3−1−2−3−4 x

y

−

π

2

π

2

x −∞ −1 1 ∞

arccsc′(x ) − − − −

arccsc(x )
0

π

2
0−

π

2
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sec−1 : (−∞,−1]∪[1,∞)→
�

0,
π
2

	⋃�π
2

,π



ters fonksiyonu vardır. Bu ters fonksiyon
sec−1(x ) = arcsec(x )

şeklinde gösterilir. Bu fonksiyonun türevinin |x |> 1 için

arcsec′(x ) = 1

|x |�x 2−1

olduğu gösterilebilir. |x |> 1 için arcsec′(x )> 0 olduğundan arcsec(x ) fonksiyonu kesin artandır. Diğer yandan

arcsec(1) = 0,arcsec(−1) =π

ve
lim

x→−∞arcsec(x ) =
π

2
ve lim

x→∞arccsc(x ) =
π

2
dır. Bu durumda y = π

2
doğrusu yatay asimtotdur. Buna göre arcsec(x ) fonksiyonunun grafiği Şekil .? de

görüldüğü gibi olur. Tablo .? e bakınız.

1

2

3

−1
1 2 3−1−2−3−4 x

y

π

π

2

x −∞ −1 1 ∞

arcsec′(x ) + + + +

arcsec(x ) π

2 0

π

2π
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arctan(x ) Fonksiyonu ve Grafiği

Her x ∈ �− π
2

,
π
2

	
için tan′(x )> 0 olduğundan tan(x ) fonksiyonu

�− π
2

,
π
2

	
aralığında kesin artandır. Bu durumda

tan(x ) fonksiyonu
�− π

2
,
π
2

	
üzerinde bire-bir dir.

lim
x→π/2− tan(x ) =∞ ve lim

x→−π/2+ tan(x ) =−∞
olduğundan

tan :
�
− π

2
,
π
2

	
→�

fonksiyonu örtendir. Bu durumda tanx fonksiyonunun

tan−1 :�→ �− π
2

,
π
2

	

ters fonksiyonu vardır. tan−1(x ) fonksiyonu arctan(x ) ile gösterilir.

Teorem 6 arctan :�→ �− π
2

,
π
2

	
fonksiyonunun her noktada türevi vardır ve her x ∈� için arctan′(x ) = 1

1+x 2

dir.

Her x ∈� için

arctan′(x ) = 1

1+x 2
> 0
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olduğundan arctan(x ) fonksiyonu kesin artandır ve yerel maksimumu veya yerel minimumu yoktur. Diğer yandan

lim
x→π/2− tan(x ) =∞ ve lim

x→−π/2+ tan(x ) =−∞
olduğundan

lim
x→∞arctan(x ) =

π

2
ve lim

x→−∞arctan(x ) =
−π

2
dır. x = 0 için arctan(x ) = 0 dır.

arctan′′(x ) = −2x�
1+x 2
�

dir. Böylece arctan′′(x ) = 0 ise x = 0 dır. x < 0 için arctan′′(x ) ≥ 0 olduğundan (−∞,0) üzerinde bu fonk-
siyon konveks ve x > 0 için arctan′′(x ) < 0 olduğundan bu fonksiyon (0,∞) üzerinde konkavdır. Bu durumda
x = 0 noktası arctan(x ) fonksiyonunun büküm noktasıdır. arctan(x ) fonksiyonu tan :

�− π
2

,
π
2

	 → � fonksi-
yonunun tersi olduğundan arctan(x ) in grafiği Şekil .? de görüldüğü gibi (Tablo .? ya baınız) tan(x ) fonksiyonunun�− π

2
,
π
2

	
aralığı üzerindeki grafiğinin y = x doğrusuna göre simetriğidir.

x

y

1 2 3 4−1−2−3−4

π

2

−

π

2

x −∞ 0 ∞

arctan′(x ) + + 1 + +
arctan′′(x ) 0

arctan(x )
−π/2 0

π/2
Konveks Konkav
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arccot(x ) Fonksiyonu ve Grafiği

Her x ∈ (0,π) için cot′(x )< 0 olduğundan cot(x ) fonksiyonu (0,π) üzerinde kesin azalandır. Diğer taraftan

lim
x→π− cot(x ) =−∞ ve lim

x→0+
cot(x ) =∞

olduğundan
cot : (0,π)→�

fonksiyonu örtendir. Böylece
cot−1 :�→ (0,π)

ters fonksiyonu vardır. cot−1(x ) fonksiyonu arccot(x ) ile gösterilir.

Teorem 7 arccot :�→ (0,π) fonksiyonunun her noktada türevi vardır ve her x ∈� için arccot′(x ) = −1

1+x 2
dir.

Her x ∈� için

arccot′(x ) = −1

1+x 2
< 0

olduğundan arccot(x ) fonksiyonu kesin azalandır ve yerel maksimumu veya yerel minimumu yoktur. Diğer yandan

lim
x→π− cot(x ) =−∞ ve lim

x→0+
cot(x ) =∞
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olduğundan
lim

x→−∞arccot(x ) =π ve lim
x→∞arccot(x ) = 0

dır. x = 0 için arccot(x ) = π
2

dir. arccot′′(x ) = 2x�
1+x 2
� olduğundan arccot′′(x ) = 0 ise x = 0 dır. x < 0 için

arccot′′(x ) < 0 olduğundan (−∞,0) üzerinde fonksiyon konkav ve x > 0 için arccot′′(x ) > 0 olduğundan (0,∞)
üzerinde fonksiyon konveksdir. Bu durumda x = 0 noktası arccot(x ) fonksiyonunun büküm noktasıdır. arccot(x )
fonksiyonu cot : (0,π)→� fonksiyonunun tersi olduğundan arccot(x ) in grafiği Şekil .? de görüldüğü gibi cot(x )
fonksiyonunun (0,π) aralığı üzerindeki grafiğinin y = x doğrusuna göre simetriğidir. (Tablo .? )

Örnek 1 f (x ) = sinx cosx fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Çarpım kuralı gereğince
f ′(x ) = cosx cosx − sinx sinx = cos2 x − sin2 x = cos2 x + cos2 x −1= 2 cos2 x −1

olur.

Örnek 2 f (x ) = cos (3x 2+1) fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Zincir kuralı gereğince

f ′(x ) =−�3x 2+1
�′

sin
�

3x 2+1
�
=−6x sin
�

3x 2+1
�

olur.

1 2 3 4−1−2−3−4

π

2

π
x −∞ 0 ∞

arccot′(x ) − − −1 − −

arccot′′(x ) 0

arccot(x )
π

π/2
0

Konkav Konveks
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Trigonometrik ve ters trigonometrik fonksiyonların türevlerini aşağıdaki tabloda özetleyelim.
Fonksiyon Türevi Fonksiyon Türevi

(1). sinx cosx (7). arcsinx
1�

1−x 2
, x ∈ (−1,1)

(2). cosx −sinx (8). arccosx
−1�
1−x 2

, x ∈ (−1,1)

(3). csc x − cosx

sin2 x
=−cscx cotx (9). arccscx

−1

|x |�x 2−1
, |x |> 1

(4). secx
sinx

cos2 x
= secx tanx (10). arcsecx

1

|x |�x 2−1
, |x |> 1

(5). tanx 1+ tan2 x = sec2 x (11). arctanx
1

1+x 2

(6). cot x −(1+ cot2 x ) =−csc2 x (12). arccotx
−1

1+x 2
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Bazı Trigonometrik Eşitlikler

Sonuç 1 Her x ∈� için sin(x +π) =−sinx dir.

Sonuç 2 Her x ∈� için cos(x +π) =−cos(x ) dir.

Sonuç 3 Her x ∈� için sin
�

x − π
2

�
=−cosx dir.

Sonuç 4 Her x ∈� için cos
�

x − π
2

�
= sin(x ) dir.

Sonuç 5 Her x ∈� için cos2(x )+ sin2(x ) = 1 dir.

Teorem 8 C =
�
(2k+1)π

2
: k ∈�
�

olmak üzere her x ∈�\C için

1+ tan2(x ) = sec2(x )

dir.

Teorem 9 S = {kπ : k ∈�} olmak üzere her x ∈�\S için
1+ cot2(x ) = csc2(x )

dir.
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Teorem 10 Her x ,y ∈� için

sin(x )+ sin(y ) = 2 sin
�x + y

2

�
cos
�x − y

2

�
ve sin(x )− sin(y ) = 2 sin

�x − y

2

�
cos
�x + y

2

�

dir.

Teorem 11 S = {kπ : k ∈�} olmak üzere her x ,y ,x + y ∈�\S için

cot(x + y ) =
cotx cot y −1

cotx + coty
ve

cot(x − y ) =−cotx cot y +1

cotx − cot y

Teorem 12 C =
�
(2k+1)π

2
: k ∈�
�

olmak üzere her x ,y ,x + y ∈�\C için

tan(x + y ) =
tanx + tany

1− tanx tany
ve

tan(x − y ) =
tanx − tany

1+ tanx tany
dir.
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Aşağıdaki eşitliklerinde doğru olduğu gösterilebilir.

(1). cosx + cosy = 2 cos
�x + y

2

�
cos
�x − y

2

�
(2). sin3x = 3 sinx −4 sin3 x

(3). cosx − cosy =−2 sin
�x + y

2

�
sin
�x − y

2

�
(4). cos 3x = 4 cos3 x −3 cosx

(5). 2 cosx cos y = cos(x + y )+ cos(x − y ) (6). sin2x = 2 sinx cosx
(7). 2 sinx siny = cos(x − y )− cos(x + y ) (8). cos 2x = cos2 x − sin2 x

(9). 2 sinx cos y = sin(x + y )+ sin(x − y ) (10). tan2x =
2 tanx

1− tan2 x

(11). cot 2x =
cot2 x −1

2 cotx
(12). sin2 x =

1

2
(1− cos2x )

(13). sin3 x =
1

4
(3 sinx − sin3x ) (14). cos2 x =

1

2
(1+ cos2x )

(15). cos3 x =
1

4
(3 cosx + cos 3x )

(16). tan
x

2
= t ise sinx =

2t

1+ t 2
, cosx =

1− t 2

1+ t 2
, tanx =

2t

1− t 2
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