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Üstel ve Logaritmik Fonksiyonlar

Üstel fonksiyonlar matematik, ekonomi, mühendislik ve fizik gibi bir çok bilim dalında önemli uygulamaları
olan fonksiyonlardır. Doğadaki bir çok şeyin değişim oranı o şeyin miktarı ile orantılıdır. Örneğin nüfusdaki
değişim oranı nüfus ile orantılıdır. Üstel fonksiyonların değişim oranlarıda kendileri ile orantılı olduğundan üstel
fonksiyonlar nüfus modellemeleri, üstel büyüme ve yok olma modellemeleri gibi bir çok matematiksel model-
lemelerde sıkça kullanılır. Logaritmik fonksiyonlar ilk önce büyük sayıların ve üstel ifadelerin hesaplanmasında
kullanılmıştır. Logaritmik fonksiyonlar kullanılarak iki pozitif sayının çarpımı iki sayının toplamına, iki pozitif
sayının bölümü iki sayının farkına ve üstlü bir ifade iki sayının çarpımına dönüştürülür. Logaritmik fonksiyonlar
üstel fonksiyonların tersleri olduğundan logaritmik fonksiyonlarında bir çok bilim dalında önemli uygulamaları
vardır. Örneğin, logaritmik fonksiyonlar Richter ölçeğine göre deprem şiddetinin ölçülmesi, ses şiddetinin ölçülmesi
ve üstel denklem çözümlerinde kullanılır. Bu fonksiyonların bazı uygulamaları için ??.Bölüme bakınız.



Üstel ve Log . . .

e x Üstel . . .

a x Genel Üs . . .
L’Hospital . . .

3/23

e x Üstel Fonksiyonu ve ln(x ) Doğal Logaritma Fonksiyonu

e x Üstel Fonksiyonu

∞∑
n=0

1

n !
serisi Örnek ?? gereğince yakınsaktır. Bu serininin toplamı e ile gösterilir, yani e =

∞∑
n=0

1

n !
dir. Daha genel

olarak Örnek ?? gereğince ∞∑
n=0

x n

n !
= 1+

x

1!
+

x 2

2!
+

x 3

3!
+

x 4

4!
+ · · ·

serisi düzgün yakınsaktır. Bu seri her x için sürekli bir fonksiyona yakınsar. Bu serinin limit fonksiyonuna
exponensiyel fonksiyon denir ve exp veya e x ile gösterilir. Yani

exp(x ) = e x =
∞∑

n=0

x n

n !

dir. Tanım gereğince her x > 0 için e x > 0 ve e 0 = 1 dir. Teorem ?? gereğince exp(x ) = e x nin her mertebeden
türevi vardır. Üstelik,

exp′(x ) =
∞∑

n=0

n
x n−1

n !
=
∞∑

n=1

x n−1

(n −1)!
=
∞∑

n=0

x n

n !
= exp(x )

olduğundan exp fonksiyonunun her mertebeden türevi kendisidir.
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Teorem 1 Her x ,y ∈� için e x+y = e x e y dir.

Böylece her x ∈� için
e x e−x = e x−x = e 0 = 1

olduğundan e x �= 0 dır. Diğer yandan her x için e x e−x = 1 ve x < 0 için e−x > 1> 0 olduğundan 0< e x < 1 olur.
x < 0 için

e x e−x = e x−x = 1

eşitliğinden e x > 0 olduğu görülür (e−x > 0 olduğundan). Dolayısıyla her her x ∈� için e x > 0 dır.

Diğer yandan exp fonksiyonunun tanımı gereğince her x için

exp′(x ) = exp(x )> 0

olduğundan exp fonksiyonu kesin artandır. Böylece e x (exp(x )) fonksiyonu bire-bir dir. Ayrıca her x ∈� için

exp′(x ) �= 0

olduğundan exp(x ) fonksiyonunun yerel maksimumu ve minimumu yoktur. Her x için

exp′′(x ) = exp(x )> 0

olduğundan bu fonksiyon konveksdir ve büküm noktası yoktur. e x in tanımı gereğince exp fonksiyonu kesin artan
olduğundan 0< x için 1= e 0 < e x , yani e x > 1 olur.
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Teorem 2 lim
x→∞e x =∞ ve lim

x→−∞e x = 0 dır.

Yukarıdaki bilgiler ışığı altında exp : �→ �+ fonksiyonunun grafiği Şekil .? de görüldüğü gibi olur. Tablo .? ya
bakınız.

Örnek 1 Aşağıdaki fonksiyonlarının kuvvet serilerini bulalım.

(a). f (x ) = x 2e x (b). f (x ) =
e x

x

Çözüm.

(a). exp(x ) = e x =
∞∑

n=0

x n

n !
olduğundan

f (x ) = x 2
∞∑

n=0

x n

n !
=
∞∑

n=0

x 2 x n

n !
=
∞∑

n=0

x n+2

n !

olur.

e x

1

2

3

4

5

6

7

8

-1
1 2 3 4-1-2-3-4

x

y

e 1+x

x −∞ 0 ∞

f ′ + + 1 + +
f ′′ Konveks 1 Konveks

f
0

1
∞
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(b). exp(x ) = e x =
∞∑

n=0

x n

n !
olduğundan

f (x ) =
1

x

∞∑
n=0

x n

n !
=
∞∑

n=0

1

x

x n

n !
=
∞∑

n=0

x n−1

n !

olur.

Örnek 2 f (x ) = x 2e x fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Çarpım kuralı gereğince
f ′(x ) = 2x e x +x 2e x = e x (2x +x 2)

olur.

Örnek 3 f (x ) = e x 2 sinx fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Çarpım ve zincir kuralları gereğince

f ′(x ) = 2x e x 2
sinx + e x 2

cosx = e x 2
(2x sinx + cosx )

olur.
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Örnek 4 f (x ) =
e x cosx

e x +1
fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Çarpım ve bölüm kuralları gereğince

f ′(x ) = (e x cosx − e x sinx )(e x +1)− e x (e x cosx )
(e x +1)2

=
e 2x cosx − e 2x sinx + e x cosx − e x sinx − e 2x cosx

(e x +1)2

=
−e 2x sinx + e x cosx − e x sinx

(e x +1)2
=
−e x (e x sinx − cosx + sinx )

(e x +1)2

olur.

Doğal ln(x ) Logaritma Fonksiyonu

Reel eksen üzerinde bire-bir ve örten olan e x :�→�+ fonksiyonunun tersine (doğal) logaritma denir ve lnx
ile gösterilir. Yani ln :�+→� fonksiyonu

y = e x⇔ lny = x

şeklinde tanımlı fonksiyondur.
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Teorem 3 Her x ,y ∈�+ için

(a). ln(x y ) = ln(x )+ ln(y ) dır.

(b). ln

�
x

y

�
= ln(x )− ln(y ) dır.

e x fonksiyonu � üzerinde sürekli olduğundan Teorem ?? gereğince lnx fonksiyonu da �+ üzerinde süreklidir.
Üstelik, e x fonksiyonu � üzerinde türevlenebilir ve her noktadaki türevi 0 dan farklı olduğundan lnx fonksiyonu
da �+ üzerinde türevlenebilirdir.

Teorem 4 Her x ∈�+ için ln′(x ) = 1

x
dir.

Örnek 5 f (x ) = ln(x 2+2) fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Zincir kuralı gereğince

f ′(x ) = 2x

x 2+2
olur.
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a x Üstel Fonksiyonu

Tanım 1 a �= 1 ve a > 0 bir reel sayı olmak üzere f (x ) = exp(x ln(a )) şeklinde tanımlı f :�→� fonksiyonuna a
tabanlı üstel fonksiyon denir ve expa (x ) veya a x ile gösterilir.�

Her x ∈� için
expa (x ) = exp(x ln(a )) = e x ln(a ) =

�
e ln(a )
�x
= a x

dir. Diğer yandan
expa (0) = exp(0 ln(a )) = exp(0) = 1

dir. Her x ∈� için exp(x )> 0 olduğundan expa (x )> 0 dır.

Teorem 5 a > 0 bir reel sayı olsun. Bu durumda

(i). Her x ,y ∈� için (a x )y = a x y dir.
(ii). Her x ,y ∈� için expa (x + y ) = expa (x )expa (y ) yani a x+y = a x a y dir.
(iii). Her x ∈� ve her b > 0 için expab (x ) = expa (x )expb (x ) yani (ab )x = a x b x dir.
(iv). exp′a (x ) = ln(a )expa (x ) yani (a x )′ = a x lna dır.
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(v). expa (−x ) =
1

expa (x )
yani a−x =

1

a x
dir.

Daha genel olarak n ≥ 1 için exp(n )a (x ) = lnn (a )expa (x ) olduğu gösterilebilir. (iv) gereğince a �= 1 ise her x ∈ �
ve her n ≥ 1 için exp(n )a (x ) �= 0 dır.

Teorem 6 a > 1 bir reel sayı olsun. Bu durumda

(i). expa (x ) kesin artandır.
(ii). lim

x→∞expa (x ) =∞ dur.

(iii). lim
x→−∞expa (x ) = 0 dır.

Teorem 7 0< a < 1 bir reel sayı olsun. Bu durumda

(i). expa (x ) kesin azalandır.
(ii). lim

x→∞expa (x ) = 0 dur.

(iii). lim
x→−∞expa (x ) =∞ dır.
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Her x0 ∈� için
lim

x→x0
expa (x ) = lim

x→x0
exp(x ln(a )) = exp(x0 ln(a )) = expa (x0)

(veya exp(x ) sürekli) olduğundan expa (x ) fonksiyonu süreklidir.
Yukarıdaki bilgilerin ışığı altında 0 < a ve a �= 1 için expa : �→ �+ fonksiyonu bire-bir örten, sürekli ve türevi
olan bir fonksiyondur. Her x için

exp′′a (x ) = ln2(a )expa (x )> 0

olduğundan expa x fonksiyonu konveks ve bu fonksiyonun büküm noktası yoktur. a nın bazı değerleri için expa x
fonksiyonunun grafiği Şekil .? de görüldüğü gibi olur. Tablo .? ya bakınız.

Örnek 6 f (x ) = 3sinx fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Zincir kuralı gereğince

f ′(x ) = 3sinx (sinx )′ ln3= 3sinx cosx ln3

olur.

10x

1

2

3

4

5

6

7

8

-1
1 2 3 4 5-1-2-3-4-5 x

y

(1
2
)x 2x

(3
2
)x(1

7
)x

x −∞ 0 ∞

exp′a (x ) + + ln(a ) + +

expa (x )
0

1
∞

a > 1 ise

x −∞ 0 ∞

exp′a (x ) − − ln(a ) − −

expa (x )
0

1
∞

0< a < 1 ise
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Örnek 7 f (x ) = x 33x fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Çarpım kuralı gereğince

f ′(x ) = 3x 23x +x 33x ln3= 3x (3x 2+x 3 ln3)

olur.

loga (x ) Logaritma Fonksiyonu

0 < a ve a �= 1 için reel eksen üzerinde bire-bir ve örten olan expa : �→ �+ fonksiyonunun tersine a tabanlı
logaritma veya kısaca logaritma denir ve loga ile gösterilir. Yani loga :�+→� fonksiyonu

y = expa (x )⇔ loga (y ) = x

şeklinde tanımlı fonksiyondur. a = 10 ise loga yerine genellikle log gösterimi kullanılır.

expa fonksiyonu sürekli olduğundan Teorem ?? gereğince loga fonksiyonu da süreklidir. Üstelik, expa fonksiyonu
türevlenebilir ve her x için exp′a (x ) �= 0 olduğundan loga fonksiyonu da türevlenebilirdir. a �= 1 ise 1= expa (0)
olduğundan loga (1) = 0 dır.

Teorem 8 0< a ve a �= 1 olmak üzere a ∈� olsun. loga fonksiyonu türevlenebilir ve log′a (x ) =
1

ln(a )x
dır.



Üstel ve Log . . .

e x Üstel . . .

a x Genel Üs . . .
L’Hospital . . .

a x Genel Üstel Fonksiyonu ve loga (x ) Logaritma Fonksiyonu 13/23

Teorem 9 0< a ve a �= 1 olmak üzere a ∈� olsun. Bu durumda

(i). Her x ,y ∈�+ için loga (x y ) = loga (x )+ loga (y ) dir.

(ii). Her x ,y ∈�+ için loga

�
x

y

�
= loga (x )− loga (y ) dir.

(iii). Her y ∈� ve her x ∈�+ için loga (x y ) = y loga (x ) dir.
(iv). 0< b ve b �= 1 olmak üzere b ∈� olsun. Her x ∈�+ için loga (x ) = loga (b ) logb (x ) dir.

loga (x ) = loga (b ) logb (x ) eşitliğinde x = a alınırsa

loga a = loga b logb a

yani
loga b logb a = 1

olur. Böylece
1

lna
= loga e olduğundan log′a (x ) =

1

x
loga e olur.

a > 1 ise
lim
x→∞ loga (x ) =∞ ve lim

x→0+
loga (x ) =−∞

dur. a < 1 ise
lim
x→∞ loga (x ) =−∞ ve lim

x→0+
loga (x ) =∞



Üstel ve Log . . .

e x Üstel . . .

a x Genel Üs . . .
L’Hospital . . .

a x Genel Üstel Fonksiyonu ve loga (x ) Logaritma Fonksiyonu 14/23

dur. Ayrıca loga (1) = 0 dır. Her x ∈ �+ için log′a (x ) �= 0 olduğundan loga fonksiyonunun yerel maksimumu ve
yerel minimumu yoktur. Her x ∈�+ için

log′′a (x ) =
− ln(a )

x 2 ln2(a )
=
−1

x 2 ln(a )

dır. log′′a (x ) = 0 olacak şekilde x olmadığından loga fonksiyonunun büküm noktası da yoktur. Diğer yandan a > 1
için

log′′a (x )< 0

olduğundan loga fonksiyonu konkav ve a < 1 için

log′′a (x )> 0

olduğundan loga fonksiyonu konveksdir. Yukarıdaki bilgiler ışığı altında loga fonksiyonunun grafiği Şekil .? de
görüldüğü gibi olur. Tablo .? e bakınız.

Örnek 8 log4 x 3+
10

3
log4 x 3−4 log4 x

1
4 = 6 eşitliğini çözelim.

Çözüm. loga fonksiyonunun özellikleri gereğince

3 log4 x +10 log4 x − log4 x = 6⇒ 12 log4 x = 6⇒ log4 x =
6

12
=

1

2
⇒ 4

1
2 = x ⇒ x = 2

olur.

1

2

3

4

-1

-2

-3

-4

1 2 3 4 5 6 7 8-1 x

y

log2(x
)

log1
2
(x )

x 0 1 ∞

log′a (x ) + + 1
ln(a ) + +

loga (x )
−∞

0
∞

a > 1 ise

x 0 1 ∞

log′a (x ) − −
1

ln(a ) − −

loga (x )
∞

0
−∞

0< a < 1 ise



Üstel ve Log . . .

e x Üstel . . .

a x Genel Üs . . .
L’Hospital . . .

a x Genel Üstel Fonksiyonu ve loga (x ) Logaritma Fonksiyonu 15/23

Örnek 9 log10(0.0001) =−4 olduğunu gösterelim.

Çözüm. logx fonksiyonunun özellikleri gereğince

log10(0.0001) = log10

�
1

10000

�
= log10

�
1

104

�
= log10(1)− log10(104) =−4 log10(10) =−4

olur.

Örnek 10 log4 (x ) = 5 olduğunu gösterelim.

Çözüm. log4 (x ) = 5 ise 45 = x yani x = 1024 olur.

Örnek 11 log3

�
1

27

�
=−3 olduğunu gösterelim.

Çözüm. y = log3

�
1

27

�
diyelim. Bu durumda 3y =

1

27
=

1

33
= 3−3 olduğundan y =−3 olur.

Örnek 12 loga (54) = 3 eşitliğini sağlayan a sayısını bulalım.

Çözüm. a 3 = 54 diyelim. Bu durumda a = 3
�

64= 4 olduğundan a = 4 olur.
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Örnek 13 f (x ) = log(3x −1) fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Zincir kuralı gereğince

f ′(x ) = 3

(3x −1) ln10
olur.

Örnek 14 f (x ) = log(sin2 x ) fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Zincir kuralı gereğince

f ′(x ) = 1

sin2 x ln10
2 sinx cosx =

2 cosx

sinx ln10
=

2 cotx

ln10
olur.
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Tanım 2 a ∈� olmak üzere f (x ) = exp(a ln(x )) şeklinde tanımlı f :�+→� fonksiyona bir kuvvet fonksiyonu
denir ve f (x ) = x a şeklinde yazılır.�

f (1) = 1a = exp(a ln(1)) = exp(a .0) = exp(0) = 1 dir. Diğer yandan her x ∈ � için exp(x ) > 0 olduğundan her
x ∈�+ için f (x ) = x a > 0 dır. a = 1 ise

f (x ) = x 1 = exp(1. ln(x )) = exp(ln(x )) = x ,

a =−1 ise
f (x ) = x−1 = exp(−1. ln(x )) = exp(− ln(x )) =

1

exp(ln(x ))
=

1

x
ve a = 0 ise her x için

f (x ) = exp(0. ln(x )) = exp(0) = 1
dir.

Teorem 10 a ,b ∈� olsun. Bu durumda her x ,y ∈�+ için

(i). x a x b = x a+b dir.
(ii). (x a )b = x ab dir.

(iii). x−a =
1

x a
dır.

(iv). (x y )a = x a y a dır.
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Her x ∈�+ için ln(x ) fonksiyonu ve her x ∈� için exp(x ) fonksiyonu türevlenebilir olduklarından her x ∈�+ için
f (x ) = x a fonksiyonu da türevlenebilirdir.

Teorem 11 a ∈ � olsun. f (x ) = x a şeklinde tanımlı f : �+ → � fonksiyonu türevlenebilir ve her x ∈ �+ için
f ′(x ) = ax a−1 dir.

Teorem ?? gereğince a > 0 ise f (x ) = x a fonksiyonu kesin artan bir fonksiyon ve a < 0 ise f (x ) = x a fonksiyonu
kesin azalan bir fonksiyondur.

a > 0 ise
lim
x→∞ f (x ) = lim

x→∞x a = lim
x→∞exp(a ln(x )) =∞ ve lim

x→0
f (x ) = lim

x→0+
x a = lim

x→0+
exp(a ln(x )) = 0

dır.
a < 0 ise

lim
x→∞ f (x ) = lim

x→∞x a = lim
x→∞exp(a ln(x )) = 0 ve lim

x→0
f (x ) = lim

x→0+
x a = lim

x→0+
exp(a ln(x )) =∞

dur. Bu bilgiler ışığı altında f (x ) = x a fonksiyonunun grafiği Şekil .? de görüldüğü gibi olur. Tablo .? ya bakınız.

1

2

3

4

-1

1 2 3 4-1

y

x

x−
1
2

x
1
2

xπx−πx 0 1 ∞

f ′(x ) + + a + +

f (x )
0

1
∞

a > 1 ise

x 0 1 ∞

f ′(x ) − − a − −

f (x )
∞

1
0

a < 1 ise
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Örnek 15 f (x ) = (2x +3)π fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Zincir kuralı gereğince
f ′(x ) =π(2x +3)π−12= 2π(2x +3)π−1

olur.

Örnek 16 f (x ) = ln
�

2(x ) fonksiyonunun türevini bulalım.

Çözüm. Zincir kuralı gereğince

f ′(x ) =
�

2
1

x
ln
�

2−1(x ) =
�

2 ln
�

2−1(x )
x

olur.

Üstel ve logaritmik fonksiyonların türevlerini aşağıdaki tabloda özetleyelim.
Fonksiyon Türevi Fonksiyon Türevi

(1). e x e x (4). lnx
1

x

(2). a x a x lna (5). loga x
1

x lna
(3). x a ax a−1
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L’Hospital Kuralının Bazı Uygulamaları II

Tanım 3 f ve g bir x0 noktasının bir komşuluğunda tanımlı veya (a ,∞) şeklinde bir aralığı kapsayan bir küme
üzerinde tanımlı iki fonksiyon olsun. Tanım kümesine ait her x için f (x )> 0 ve f ve g fonksiyonları L’Hospital
ve Genelleştirilmiş L’Hospital Kuralları şartlarını sağlasınlar.

(a). x0 ∈ � veya x0 =∞ olmak üzere lim
x→x0

f (x ) = 0 ve lim
x→x0

g (x ) = 0 ise lim
x→x0

f (x )g (x ) limitine 00 belirsizliğine
sahiptir denir.

(b). x0 ∈ � veya x0 =∞ olmak üzere lim
x→x0

f (x ) =∞ ve lim
x→x0

g (x ) = 0 ise lim
x→x0

f (x )g (x ) limitine ∞0 belirsizliğine
sahiptir denir.

(c). x0 ∈ � veya x0 =∞ olmak üzere lim
x→x0

f (x ) = 1 ve lim
x→x0

g (x ) =∞ ise lim
x→x0

f (x )g (x ) limitine 1∞ belirsizliğine
sahiptir denir.

(d). x0 ∈� veya x0 =∞ olmak üzere lim
x→x0

f (x ) = 1 ve lim
x→x0

g (x ) =−∞ ise lim
x→x0

f (x )g (x ) limitine 1−∞ belirsizliğine

sahiptir denir.�
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Yukarıdaki belirsiz limitler aşağıdaki şekilde hesaplanabilir.

(i). h(x ) = f (x )g (x ) fonksiyonu
lnh(x ) = g (x ) ln f (x )

şeklinde yazılır.
(ii). lnx fonksiyonunun sürekli olduğu düşünülerek her iki tarafın limiti alınırsa

lim
x→x0

lnh(x ) = lim
x→x0
(g (x ) ln f (x ))

olur. Eşitliğin sağındaki limit 0.∞ şekline dönüşür. Bu limit de (??) de verilen yöntemlerle çözülür.
(iii). lim

x→x0
(g (x ) ln f (x )) = l olsun. e x fonksiyonunun sürekli olduğu göz önüne alınırsa

lim
x→x0

f (x )g (x ) = lim
x→x0

h(x ) = lim
x→x0

e lnh(x ) = e
lim

x→x0
lnh(x )

= e l

olur.

Örnek 17 lim
x→0+
(sinx )tanx limitini hesaplayalım.
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Çözüm. f (x ) = (sinx )tanx diyelim. Bu durumda

ln f (x ) = tanx ln(sinx ) =
ln(sinx )

cotx

olur. Bu durumda lim
x→0+

ln(sinx )
cotx

limitinde
−∞
∞ belirsizliği vardır. L’Hospital kuralı gereğince

lim
x→0+

ln(sinx )
cotx

= lim
x→0+

cosx

sinx
−csc2 x

= lim
x→0+
(−cosx sinx ) = 0

olur. O halde
lim

x→0+
ln f (x ) = lim

x→0+

ln(sinx )
cotx

= 0

olur. Bu durumda
lim

x→0+
(sinx )tanx = lim

x→0+
e ln f (x ) = e 0 = 1

bulunur.
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Örnek 18 a ve b iki sabit olmak üzere lim
x→∞
�

1+
a

x

�bx

limitini hesaplayalım.

Çözüm. f (x ) =
�

1+
a

x

�bx

diyelim. Bu durumda

ln f (x ) = (bx ) ln
�

1+
a

x

�
=

b ln(1+ax−1)
x−1

olur. Bu durumda lim
x→∞

b ln(1+ax−1)
x−1

limitinde
0

0
belirsizliği vardır. L’Hospital kuralı gereğince

lim
x→∞

b ln(1+ax−1)
x−1

= lim
x→∞

−abx−2

1+ax−1

−x−2
= lim

x→∞
ab

1+ax−1
= ab

olur. O halde
lim
x→∞ ln f (x ) = lim

x→∞
b ln(1+ax−1)

x−1
= ab

olur. Bu durumda
lim
x→∞
�

1+
a

x

�bx

= lim
x→∞e ln f (x ) = e ab

bulunur.
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