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Riemann-Darboux Alt ve Üst Toplamları

Tanım. Kapalı ve sınırlı [a ,b ] aralığı verilsin. a = x0 < x1 < · · · < xn = b olmak üzere P = {x0,x1, · · · ,xn}
kümesine [a ,b ] aralığının bir bölüntüsü denir. [a ,b ] aralığının bütün bölüntülerinin kümesi � ile gösterilir.
P ∈� için

max{|xi −xi−1| : i = 1,2,3, · · · ,n}
sayısına P bölüntüsünün normu denir ve ‖P‖ şeklinde gösterilir. Yani

‖P‖=max{|xi −xi−1| : i = 1,2,3, · · · ,n}
dir.

f : [a ,b ]→� fonksiyonu sınırlı ise f , [a ,b ] aralığının her bir [xi−1,xi ] alt aralığı üzerinde sınırlıdır. Böylece her
bir i = 1,2,3, · · · ,n için [xi−1,xi ] aralığı üzerinde f nin en küçük üst sınırı ve en büyük alt sınırı vardır.

Tanım. [a ,b ] nin bir bölüntüsü P = {x0,x1, · · · ,xn} olsun. i = 1,2,3, · · · ,n için

M i = sup{ f (x ) : xi−1 � x � xi }, mi = inf{ f (x ) : xi−1 � x � xi } ve Δxi = xi −xi−1

olmak üzere

S(P, f ) =
n∑

i=1

M i (xi −xi−1) =
n∑

i=1

M iΔxi
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sayısına f nin P bölüntüsüne göre üst toplamı ve

s (P, f ) =
n∑

i=1

mi (xi −xi−1) =
n∑

i=1

miΔxi

sayısına f nin P bölüntüsüne göre alt toplamı denir. Her i = 1,2,3, · · · ,n için ti ∈ [xi−1,xi ] olmak üzere

R(P,{ti }, f ) =
n∑

i=1

f (ti )(xi −xi−1) =
n∑

i=1

f (ti )Δxi

sayısına f nin P bölüntüsüne ve {ti : xi−1 ≤ ti ≤ xi } nokta seçimine göre Riemann toplamı denir. Şekil .? e
bakınız.

Not. (i). Her i = 1,2,3, · · · ,n için ti ∈ [xi−1,xi ] olmak üzere mi ≤ f (ti )≤M i olduğundan

s (P, f )≤R(P,{ti }, f )≤S(P, f )

olur. Her x ∈ [a ,b ] için f (x )≥ 0 ise Şekil .? ve Şekil .? de görüldüğü gibi x -ekseni, f nin grafiği, x = a ve x = b
doğruları arasında kalan bölgenin alanı A olmak üzere

s (P, f )≤ A ≤S(P, f )

olur. x

y

a = x0 x1 x2 · · · · · · xn−1 xn =b

· · · · · ·

f

x

y

a = x0 x1 x2 · · · · · · xn−1 xn =b

· · · · · ·

f

x

y

a = x0 x1 x2

· · · · · ·

· · · · · · xn−1 xn =b

f

t1 t2 t3 tn−1 tn
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(ii). f , [a ,b ] aralığı üzerinde sınırlı bir fonksiyon olduğundan her x ∈ [a ,b ] için m � f (x ) �M olacak şekilde
M ve m sayıları vardır. Bu durumda P, [a ,b ] nin herhangi bir bölüntüsü ise

s (P, f ) =
n∑

i=1

mΔxi ≤
n∑

i=1

MΔxi =M
n∑

i=1

Δxi =M (b −a )

ve

S(P, f ) =
n∑

i=1

MΔxi ≥
n∑

i=1

mΔxi =m
n∑

i=1

Δxi =m (b −a )

olur. Bu durumda s ( f ) = {s (P, f ) : P ∈� } kümesi M (b − a ) ile üstten sınırlı ve S( f ) = {S(P, f ) : P ∈� } kümesi
de m (b −a ) ile alttan sınırlıdır. O halde,

α= sups ( f ) ve β = infS( f )

sayıları vardır.



Riemann- . . .

Örnek

5/9

Örnek

(i). [0,π] kapalı aralığının 3 eşit alt aralığa bölünmesiyle elde edilen bölüntüsüne göre f (x ) = sinx fonksiyonunun
alt ve üst toplamlarını bulalım.

(ii). [0,π] kapalı aralığınının 6 eşit alt aralığa bölünmesiyle elde edilen bölüntüsüne göre f (x ) = sinx fonksi-
yonunun alt ve üst toplamlarını bulalım.

(i). [0,π] aralığı üç eşit parçaya bölünürse i = 1,2,3 için

	xi =
π−0

3
=
π

3
olur. Bu durumda

x0 = 0, x1 =
π

3
, x2 =

2π

3
, x3 =π

olur. Yani P3 =
�

0,
π

3
,

2π

3
,π

�
olur. f (x ) = sinx fonksiyonu

�
0,
π

3

�
aralığında monoton olarak artar ve bundan

dolayı da bu aralıkta

m1 = sin0= 0,M 1 = sin
π

3
=



3

2

elde edilir.
�
π

3
,

2π

3

�
aralığında fonksiyonun en küçük değeri
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m2 = sin
π

3
=



3

2
ve en büyük değeri

M 2 = sin
π

2
= 1

dir.
�

2π

3
,π

�
aralığında f (x ) = sinx fonksiyonu monoton olarak azalır ve

m3 = sinπ= 0, M 3 = sin
2π

3
=



3

2

elde edilir. i = 1,2,3 için Δxi =
π

3
olduğundan,

s (P3, f ) =
3∑

i=1
miΔxi =

π

3



0+



3

2
+0

�
=
π



3

6
∼= 0.907,

S(P3, f ) =
3∑

i=1
M iΔxi =

π

3




3

2
+1+



3

2

�
=
π
�


3+1



3
∼= 2.86
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alt ve üst toplamları bulunur. Şekil .? ve Şekil .? e bakınız. Bu durumda

S(P3, f )− s (P3, f )∼= 2.86−0.907∼= 1.953

olur.

(ii). [0,π] aralığı 6 eşit parçaya bölünürse i = 1,2,3,3,4,5,6 için

	xi =
π−0

6
=
π

6
olur. Bu durumda

x0 = 0, x1 =
π

6
, x2 =

π

3
, x3 =

π

2
, x4 =

2π

3
, x5 =

5π

6
, x6 =π

olur. Yani P6 =
�

0,
π

6
,
π

3
,
π

2
,

2π

3
,

5π

6
,π

�
dir. Böylece

m1 = sin0= 0, M 1 = sin
π

6
=

1

2
,

m2 = sin
π

6
=

1

2
, M 2 = sin

π

3
=



3

2
,

m3 = sin
π

3
=



3

2
, M 3 = sin

π

2
= 1

f (x ) = sin(x )

x

y

�

3
2

1

0
π

3
2π
3

π

f (x ) = sin(x )

x

y

�

3
2

1

0
π

3
2π
3

π
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m4 = sin
2π

3
=



3

2
, M 4 = sin

π

2
= 1,

m5 = sin
5π

6
=

1

2
, M 5 = sin

2π

3
=



3

2
,

m6 = sinπ= 0, M 6 = sin
5π

6
=

1

2
.

olur. Bu durumda

s (P6, f ) =
6∑

i=1

miΔxi =
π

6
(m1+m2+ · · ·+m6) =

π

6



0+

1

2
+



3

2
+

1

2
+0

�
=
π

6

�
1+



3

∼= 1.43,

S(P6, f ) =
6∑

i=1

M iΔxi =
π

6
(M 1+M 2+ · · ·+M 6) =

π

6



1

2
+



3

2
+1+1+



3

2
+

1

2

�
=
π

6

�
3+



3

∼= 2.48

olur. Şekil .? ve Şekil .? ve e bakınız. Bu durumda S(P3, f )− s (P3, f )∼= 2.48−1.43∼= 1.05 olur.

Bir sonraki sayfada M i = max{ f (xi−1), f (xi )} ve mi = min{ f (xi−1), f (xi )} olmak üzere
n∑

i=1
M i	xi Riemann

toplamı,
n∑

i=1
mi	xi Riemann toplamı ve bunlar arasındaki farkı gösteren animasyon verilmiştir.

f (x ) = sin(x )

x

y

�

3
2

1

1
2

0
π

6
2π
6

3π
6

4π
6

5π
6
π

f (x ) = sin(x )

x

y

�

3
2

1

1
2

0
π

6
2π
6

3π
6

4π
6

5π
6
π
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x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 1
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 2
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 3
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 4
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 5
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 6
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 7
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 8
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 9
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 10
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 11
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 12
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 13
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 14
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 15
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 16
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 17
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 18
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 19
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 20
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 21
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 22
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 23
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 24
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 25
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 26
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 27
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 28
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 29
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 30
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 31
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 32
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 33
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i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi
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i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 34
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 35
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 36
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 37
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 38
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 39
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 40
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 41
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 42
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 43
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi

FARKLARI
x

y

b

ALT ARALIK SAYISI: 44
n∑

i=1
max{ f (xi−1), f (xi )}	xi

n∑
i=1

min{ f (xi−1), f (xi )}	xi
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