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Bir Fonksiyonun Belirli İntegrali

Tanım f , [a ,b ] aralığı üzerinde tanımlı sınırlı bir fonksiyon olsun.

(i). sups ( f ) değerine f nin [a ,b ] aralığı üzerindekeki alt integrali denir ve
b∫
a

f (x )d x

şeklinde yazılır.

(ii). infS( f ) değerine f nin [a ,b ] aralığı üzerindekeki üst integrali denir ve
b∫
a

f (x )d x

şeklinde yazılır.
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Tanım gereğince [a ,b ] aralığında tanımlı sınırlı her f fonksiyonu için
b∫
a

f (x )dx ≤
b∫
a

f (x )dx

olur.

Tanım f , [a ,b ] aralığı üzerinde tanımlı sınırlı bir fonksiyon olsun. sups ( f ) = infS( f ) ise f ye [a ,b ] aralığı üzerinde
Riemann anlamında integrallenebilir (integre edilebilir) fonksiyon denir. Bu durumda sups ( f ) = infS( f )
değerine de f nin [a ,b ] aralığı üzerindeki Riemann integrali denir ve

b∫
a

f (x )d x

şeklinde yazılır.
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Örnek 1.

Her x ∈� için

f (x ) =

�
1, x irrasyonel
0, x rasyonel

şeklinde tanımlı f : [a ,b ]→� fonksiyonunun [a ,b ] aralığı üzerinde Riemann anlamında integrallenemeyeceğini
gösterelim.

sups ( f ) =

b∫
a

f (x )dx = 0

ve

infS( f ) =

b∫
a

f (x )dx = b −a

olduğundan f fonksiyonu [a ,b ] aralığı üzerinde Riemann anlamında integrallenemez.
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Örnek 2.

f (x ) = x fonksiyonunun [0,1] aralığı üzerinde Riemann anlamında integrallenebilir olduğunu gösterelim.

Her bir n ∈� için Pn , [0,1] in

Pn =
�

0,
1

n
,

2

n
, · · · ,1

�
şeklinde tanımlı bölüntüsü olsun. Bu durumda i = 1,2, · · · ,n için

mi = f (xi−1) =
i −1

n
, M i = f (xi ) =

i

n
ve Δxi =

1

n
olur. O halde

S(Pn , f ) =
n∑

i=1

M iΔxi =
n∑

i=1

i

n

1

n
=

1

n 2

n∑
i=1

i =
1

n 2

n (n +1)
2

=
n +1

2n

olur. Benzer şekilde

s (Pn , f ) =
n∑

i=1

miΔxi =
n∑

i=1

i −1

n

1

n
=

1

n 2

n∑
i=1

(i −1) =
1

n 2

�
n (n +1)

2
−n

�
=

1

n 2

�
n (n +1)−2n

2

�

=
1

n

�
(n +1)−2

2

�
=

n −1

2n

olur. O halde
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n −1

2n
� sups ( f )� infS( f )� n +1

2n
dir. Bu durumda

lim
n→∞

n −1

2n
=

1

2
ve lim

n→∞
n +1

2n
=

1

2
olduğundan

1

2
� sups ( f )� infS( f )� 1

2
olur. O halde

sups ( f ) = infS( f ) =
1

2
dir. Diğer bir değişle f fonksiyonu [0,1] aralığı üzerinde Riemann anlamında integrallenebilir ve

1∫
0

x dx =
1

2

dir.
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Belirli İntegralin Özellikleri

Teorem. f , [a ,b ] üzerinde Riemann anlamında integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda a ≤ c ≤
d ≤ b özelliğindeki her c ve d için f fonksiyonu [c ,d ] üzerinde Riemann anlamında integrallenebilirdir. Üstelik,
a ≤ c ≤ b ise

b∫
a

f (x )dx =

c∫
a

f (x )dx +

b∫
c

f (x )dx

dir.

xa
c

b

y
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Teorem. f : [a ,b ]→ � Riemann anlamında integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda − f : [a ,b ]→ �
fonksiyonu da Riemann anlamında integrallenebilirdir. Üstelik,

b∫
a

(− f )(x )dx =−
b∫
a

f (x )dx

dir.

x

f

a b

y

x

− f

a b

y
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Teorem. f : [a ,b ]→ � Riemann anlamında integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu durumda her c ∈ � için
(c f )(x ) = c f (x ) şeklinde tanımlı c f : [a ,b ]→� fonksiyonu da Riemann anlamında integrallenebilirdir. Üstelik,

b∫
a

(c f )(x )d x = c

b∫
a

f (x )dx

dir.

x

f

a b

y

x

1

2
f

a b

y
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Teorem. f ve g fonksiyonları [a ,b ] üzerinde tanımlı Riemann anlamında integrallenebilen iki fonksiyon olsun.
Bu durumda ( f + g )(x ) = f (x ) + g (x ) şeklinde tanımlı f + g : [a ,b ] → � fonksiyonu da Riemann anlamında
integrallenebilirdir. Üstelik,

b∫
a

( f + g )(x )dx =

b∫
a

f (x )dx +

b∫
a

g (x )dx

dir.

x

f

a b

y

x

g

a b

y

x

f + g

a b

y
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Teorem. f ve g , [a ,b ] üzerinde tanımlı Riemann anlamında integrallenebilen iki fonksiyon olsun. Bu durumda
her x ∈ [a ,b ] için f (x )� g (x ) ise

b∫
a

f (x )d x �
b∫
a

g (x )dx

dir.

x

g

f

a b

y
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Teorem. f : [a ,b ]→� fonksiyonu Riemann anlamında integrallenebilsin. Bu durumda
		 f 		 (x ) = 		 f (x )		 şeklinde

tanımlı
		f 		 : [a ,b ]→� fonksiyonu Riemann anlamında integrallenebilirdir ve							

b∫
a

f (x )dx

							�
b∫
a

|f (x )|d x

dir.

x

f

a b

y

x

|f |

a b

y
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İntegral Hesabın Temel Teoremi

Bu bölüm boyunca I ⊆� açık bir aralık olacaktır.

Teorem f , I üzerinde tanımlı sınırlı bir fonksiyon ve a ∈ I olsun. Bu durumda

F (x ) =

x∫
a

f (t )d t

şeklinde tanımlı F : I →� fonksiyonu süreklidir.

Teorem f : I →� sınırlı bir fonksiyon ve F : I →� fonksiyonu a ∈ I olmak üzere

F (x ) =

x∫
a

f (t )d t

şeklinde tanımlansın. Bu durumda f , x0 ∈ I noktasında sürekliyse F , x0 noktasında türevlenebilir ve

F ′(x0) = f (x0)

dır.
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Teorem (Newton-Leibniz Formülü) F : I →� fonksiyonu türevlenebilsin ve her x ∈ I için F ′(x ) = f (x ) olsun.

Bu durumda a ,b ∈ I olmak üzere

b∫
a

f (x )d x integrali varsa

b∫
a

f (x )dx = F (b )− F (a )

dır.

Tanım. Yukarıdaki Teoremdeki F fonksiyonuna f nin belirsiz integrali veya ilkeli denir. F, f nin bir belirsiz
integrali ise

b∫
a

f (x )dx = F (b )− F (a ) = F (x )
			b
a

yazılır. Bu formüle Newton-Leibniz Formülü denir.
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Temel İntegral Formülleri

Bir fonksiyonun türevi ve belirsiz integrali arasındaki ilişkiden dolayı sık sık kullanılacak olan aşağıdaki integral
formüllerini yazabiliriz.

(1).
d

dx

�
x n+1

n +1
+C

�
= x n ⇔
∫

x n dx =
x n+1

n +1
+C , (n 
=−1),

(2).
d

dx
(ln |x |+C ) =

1

x
⇔
∫

dx

x
= ln |x |+C ,

(3).
d

dx

�
1

lna
a x +C

�
= a x ⇔
∫

a x dx =
1

lna
a x +C ,

(4).
d

dx
(e x +C ) = e x ⇔

∫
e x dx = e x +C ,

(5).
d

dx
(sinx +C ) = cosx ⇔

∫
cosx dx = sinx +C ,

(6).
d

dx
(−cosx +C ) = sinx ⇔

∫
sinx dx =−cosx +C ,
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(7).
d

dx
(sinhx +C ) = cosh x ⇔

∫
cosh x dx = sinhx +C ,

(8).
d

dx
(coshx +C ) = sinhx ⇔

∫
sinhx dx = coshx +C ,

(9).
d

dx
(tanx +C ) = sec2 x =

1

cos2 x
⇔
∫

sec2 x dx =

∫
dx

cos 2x
= tanx +C ,

(10).
d

dx
(−cotx +C ) = csc2 x =

1

sin2 x
⇔
∫

csc2 x dx =

∫
dx

sin 2x
=−cot x +C ,

(11).
d

dx
(secx +C ) = secx tanx ⇔

∫
secx tanx dx = secx +C ,

(12).
d

dx
(−cscx +C ) = csc x cotx ⇔

∫
cscx cot x dx =−csc x +C ,

(13).
d

dx
(ln |secx |+C ) = tanx ⇔

∫
tanx dx = ln |secx |+C ,

(14).
d

dx
(ln |sinx |+C ) = cot x ⇔

∫
cotx dx = ln |sinx |+C ,
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(15).
d

dx

�
1

a
arctan

x

a
+C

�
=

1

x 2+a 2
⇔
∫

dx

x 2+a 2
=

1

a
arctan

x

a
+C , (a > 0),

d

dx

�
− 1

a
arccot

x

a
+C

�
=

1

x 2+a 2
⇔
∫

dx

x 2+a 2
=− 1

a
arccot

x

a
+C , (a > 0),

(16).
d

dx



arcsin

x

a
+C
�
=

1�
a 2−x 2

⇔
∫

dx�
a 2−x 2

= arcsin
x

a
+C (a > 0),

d

dx



−arccos

x

a
+C
�
=

1�
a 2−x 2

⇔
∫

dx�
a 2−x 2

=−arccos
x

a
+C , (a > 0),

(17).
d

dx
(ln(x +
�

x 2+a 2)+C ) =
1�

a 2+x 2
⇔
∫

dx�
x 2+a 2

= ln


x +
�

x 2+a 2
�
+C ,

(18).
d

dx


ln


x +
�

x 2−a 2
�
+C
�
=

1�
x 2−a 2

⇔
∫

dx�
x 2−a 2

= ln


x +
�

x 2−a 2
�
+C
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Örnek 3.

f (x ) = a 0+a 1x +a 2x 2+ · · ·+a n x n polinomu için

b∫
a

f (x )dx integralini bulalım.

f polinomunun belirsiz integrali

F (x ) = a 0x +
a 1

2
x 2+

a 2

3
x 3+ · · ·+ a n

n +1
x n+1

olur. Böylece
b∫
a

f (x )dx = F (b )− F (a ) = a 0(b −a )+
a 1(b 2−a 2)

2
+

a 2(b 3−a 3)
3

+ · · ·+ a n (b n+1−a n+1)
n +1

olur.
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Örnek 4.
π∫
0

sinx dx integralini bulalım.

F (x ) = −cosx fonksiyonu f (x ) = sinx fonksiyonunun bir belirsiz integralidir. Bu durumda Newton-Leibniz
formülü gereğince

π∫
0

sinx dx =−cosx
			π
0
=−cosπ+ cos0= 1+1= 2

olur. Benzer şekilde f (x ) = cosx fonksiyonunun bir belirsiz integrali F (x ) = sinx olduğundan
π∫
0

cosx dx = sinx
			π

0
= sinπ− sin0= 0

olur.
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Örnek 5.
�

3∫
1

dx

1+x 2
integralini hesaplayalım.

F (x ) = arctanx fonksiyonu her x ∈ [1,
�

3] aralığında türevlenebilir ve F ′(x ) = 1

1+x 2
dir. Böylece F (x ) = arctanx

fonksiyonu f (x ) =
1

1+x 2
fonksiyonunun bir belirsiz integralidir. Bu durumda Newton-Leibniz formülü gereğince
�

3∫
1

dx

1+x 2
= arctanx
			�3

1
= arctan

�
3− arctan1=

π

3
− π

4
=
π

12

elde edilir.
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