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Değişken Değiştirme Yöntemi

Teorem (Değişken Değiştirme Yöntemi) A ve B açık iki aralık olmak üzere g : A→ B sürekli türeve sahip
ve f : B→� fonksiyonu sürekli olsun. Bu durumda her a ,b ∈ A için

b∫
a

f (g (x ))g ′(x )dx =

g (b )∫
g (a )

f (t )d t

dir.

Not. Pratikde değişken değiştirme yöntemi şu şekilde uygulanır. u = g (x ) denilirse

du = g ′(x )dx , x = a için u = g (a ), x = b için u = g (b )

ve
b∫
a

f (g (x ))g ′(x )dx =

g (b )∫
g (a )

f (u )d u

olur. Bu ifade değişken değiştirme (veya yerine koyma) formülü (metodu) olarak bilinir. x = g (t )
yer değişimi yerine t = g (x ) ters yer değişimi sıkça kullanılır. Pratikte, genellikte yer değiştirme monoton sürekli
türevlenebilir fonksiyonların yardımıyla yapılır.�
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Örnek 1.
2∫
1

x 2
�

x 3−1dx değerini bulalım. u = g (x ) = x 3−1 olsun. Bu durumda

du = g ′(x )dx = 3x 2 dx

ve
1

3
d u = x 2 dx

olur. Diğer yandan
x = 1 için u = g (1) = 0

ve
x = 2 için u = g (2) = 7

olur. Buna göre
2∫
1

x 2
�

x 3−1 dx =

7∫
0

�
u

du

3
=

1

3

2

3
u

3
2

���7
0
=

2

9
7
�

7=
14
�

7

9

olur.
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Örnek 2.
4∫
2

1

x lnx
dx değerini bulalım. u = g (x ) = lnx olsun. Bu durumda

du = g ′(x )dx =
1

x
dx

olur. Diğer yandan
x = 2 için u = g (2) = ln2

ve
x = 4 için u = g (4) = ln4

olur. Buna göre
4∫
2

1

x lnx
dx =

ln 4∫
ln 2

d u

u
= ln |u |

���ln 4

ln 2
= ln(ln4)− ln(ln2) = ln

�
ln4

ln2

�
= ln

�
2 ln2

ln2

�
= ln2

olur.
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Kısmi İntegrasyon

Teorem (Kısmi İntegrasyon) f ve g fonksiyonları [a ,b ] üzerinde türevlenebilen iki fonksiyon olsun. f ′ ve g ′
fonksiyonları [a ,b ] üzerinde integrallenebilsin. Bu durumda

b∫
a

f (x )g ′(x )dx = f (b )g (b )− f (a )g (a )−
b∫
a

f ′(x )g (x )dx

dır.

u ve v , x değişkeninin sürekli iki fonksiyonu ve u ′,v ′ integrallenebilen iki fonksiyon ise
b∫

a

u (x )v ′(x )dx = u (x )v (x )
���b
a
−

b∫
a

v (x )u ′(x )dx

ya da kısaca
b∫

a

u v ′dx = u v
���b
a
−

b∫
a

v u ′dx veya

b∫
a

u dv = u v
���b
a
−

b∫
a

v du

olur. Bu ifadeler kısmi integral formülü olarak bilinir.
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Örnek 3.
1∫
0

x e x dx integralini bulalım. [0,1] aralığı üzerinde u = x ve v = e x fonksiyonları türevlenebilir ve u ′, v ′ fonksi-

yonları integrallenebilirdir. Bu durumda kısmi integral formülü uygulanabilir.

u = x ve dv = e x dx

diyelim. Bu durumda
du = dx ve v = e x

olur. Buna göre
1∫
0

x e x dx = x e x
���1

0
−

1∫
0

e x dx = e − e x
���1

0
= 1

bulunur.
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Örnek 4.
π2

4∫
0

sin
�

x dx integralini hesaplayalım.
�

x = t (x = t 2) diyelim. Bu durumda dx = 2t d t ve x = 0 için t = 0,

x =
π2

4
için t =

π

2
olur. Böylece integral

π2

4∫
0

sin
�

x dx = 2

π
2∫
0

t sin t d t

şekline dönüşur. Bu integrale kısmi integral metodunu uygulayalım.

u = t ve dv = sin t d t

diyelim. Bu durumda
du = d t ve v =−cos t

olur. Buna göre
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2

π
2∫
0

t sin t d t =−2t cos t
���π2

0
+2

π
2∫
0

cos t d t = 2

�
sin t

���π2
0

�
= 2 sin

π

2
= 2

yani
π2

4∫
0

sin
�

x dx = 2

bulunur.
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Ortalama Değer Teoremleri

x1,x2, · · · ,xn sayılarının ortalama değeri

yor t =
x1+x2+ · · ·+xn

n
=

1

n

n∑
i=1

xi

şeklinde tanımlanır. Ortalama değer

nyor t = yor t + yor t + · · ·+ yor t = x1+x2+ · · ·+xn

özelliğini sağlar. Şimdi bir fonksiyonun ortalama değerinin ne anlama geldiğine bakalım. f : [a ,b ]→� integ-

rallenebilen bir fonksiyon olsun. P = {x0,x1,x2, · · · ,xn}, [a ,b ] aralığının bir bölüntüsü ve �x =�xi =
b −a

n
olsun.

Bu durumda ti ∈ [xi−1,xi ] olmak üzere f nin ortalama değeri f ort olarak

f ort =
1

n

n∑
i=1

f (ti )

alınabilir. Bu durumda
�x

b −a
=

1

n
olduğundan

f ort =
1

b −a

n∑
i=1

f (ti )�x
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olur. Böylece

f ort =
1

b −a
lim
n→∞

�
n∑

i=1

f (ti )�x

�
=

1

b −a

b∫
a

f (x )dx

olur.

Teorem (Birinci Ortalama Değer Teoremi) f : [a ,b ]→� sürekli bir fonsiyon olsun. Bu durumda
b∫
a

f (x )d x = f (c )(b −a )

olacak şekilde bir c ∈ (a ,b ) sayısı vardır.

Not. Birinci Ortalama Değer Teoremi gereğince f : [a ,b ]→� sürekli bir fonsiyon ve her x ∈ [a ,b ] için f (x )≥ 0
ise f fonksiyonunun grafiği, x = a , x = b ve x -ekseni ile sınırlı bölgenin alanı taban uzunluğu b −a ve yüksekliği
bazı c ∈ (a ,b ) için f (c ) olan dikdörtgenin alanına eşittir. (Şekil .? ye bakınız.) c

f (c )

a b

f

x

y
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Örnek 5.

x = 0 ve x =π arasında f (x ) = sinx fonksiyonunun ortalama değerini bulalım.

1

π−0

π∫
0

sinx dx =
−1

π
cosx

���π
0
=
−1

π
(cosπ− cos 0) =

−1

π
(−1−1) =

2

π

olur. (Şekil .? ye bakınız.)

Örnek 6.

x = 1 ve x = 4 arasında f (x ) = x 2 fonksiyonunun ortalama değerini bulalım.

1

4−1

4∫
1

x 2 dx =
1

3

x 3

3

���4
1
=

1

9
(43−13) =

1

9
(64−1) =

63

9
= 7

olur. ( Şekil .? ye bakınız.)

c1

1

4

x 2

f (c ) = 7

16

x

y

c c

f (c ) = 2
π

1

1 2 3

π

sinx

x

y
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Teorem (Genelleştirilmiş Ortalama Değer Teoremi)

f ve g , [a ,b ] üzerinde sürekli ve her x ∈ [a ,b ] için g (x )� 0 veya her x ∈ [a ,b ] için g (x )≤ 0 olsun. Bu durumda
b∫
a

f (x )g (x )d x = f (c )

b∫
a

g (x )dx

olacak şekilde bir c ∈ (a ,b ) sayısı vardır.

Teorem (İkinci Ortalama Değer Teoremi)

f , g ve g ′ fonksiyonları [a ,b ] üzerinde sürekli ve her x ∈ [a ,b ] için g ′(x ) � 0 veya her x ∈ [a ,b ] için g ′(x ) ≤ 0
olsun. Bu durumda

b∫
a

f (x )g (x )d x = g (a )

c∫
a

f (x )dx + g (b )

b∫
c

f (x )d x

olacak şekilde bir c ∈ (a ,b ) sayısı vardır.
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