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Fonksiyon Dizileri ve Serilerinin İntegrali

Teorem. Her n ∈� için f n : [a ,b ]→� sürekli bir fonksiyon olmak üzere ( f n ) dizisi f : [a ,b ]→� fonksiyonuna
düzgün yakınsasın. Bu durumda

lim
n→∞

b∫
a

f n (x )dx =

b∫
a

�
lim

n→∞ f n (x )
�

dx =

b∫
a

f (x )dx

dir.

Teorem. Her n ∈� için f n : [a ,b ]→� sürekli bir fonksiyon olmak üzere
∞∑

n=1

f n serisi f : [a ,b ]→� fonksiyonuna

düzgün yakınsasın. Bu durumda

∞∑
n=1

⎛⎜⎜⎝
b∫
a

f n (x )dx

⎞⎟⎟⎠=
b∫
a

� ∞∑
n=1

f n (x )


dx =

b∫
a

f (x )dx

dir.
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Örnek.
Her n ∈� için

f n (x ) =
nx

n +x
şeklinde tanımlı f n : [1,2]→� fonksiyonları verilsin.

lim
n→∞

2∫
1

nx

n +x
dx =

3

2

olduğunu gösterelim. ( f n ) dizisi f (x ) = x şeklinde
tanımlı

f : [1,2]→�
fonksiyonuna düzgün yakınsadığından

lim
n→∞

2∫
1

nx

n +x
dx =

2∫
1

�
lim

n→∞
nx

n +x

�
dx =

2∫
1

x dx =
x 2

2

���2
1
=

22

2
− 1

2
= 2− 1

2
=

3

2

olur.
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Her n ∈ � için f n : [−1,1]→ � fonksiyonu f n (x ) =
x n

n 2
şeklinde tanımlansın.

∞∑
n=1

f n (x ) serisi bir f fonksiyonuna

düzgün yakınsaktır.
1∫
−1

f (x )dx integralini bulalım.

1∫
−1

f (x )dx =

1∫
−1

� ∞∑
n=1

f n (x )


dx =

∞∑
n=1

⎛⎜⎜⎝
1∫
−1

f n (x )dx

⎞⎟⎟⎠=
∞∑

n=1

⎛⎜⎜⎝
1∫
−1

x n

n 2
dx

⎞⎟⎟⎠=
∞∑

n=1

�
x n+1

(n +1)n 2

���1−1

�

=
∞∑

n=1

�
1

(n +1)n 2
− (−1)n+1

(n +1)n 2

�
=
∞∑

n=1

�
1

(n +1)n 2
+
(−1)n

(n +1)n 2

�
=
∞∑

n=1

1

n 2

(−1)n +1

n +1

olur.
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