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Rasyonel Fonksiyonların İntegrali

İki polinomun bölümü şeklinde ifade edilebilen bir fonksiyona rasyonel fonksiyon denir. Teorik olarak her
rasyonel fonksiyon elementer fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir. Dolayısıyla bir rasyonel fonksiyonun integrali
elementer fonksiyonların integraline indirgenmiş olur. Bir rasyonel fonksiyon direk olarak integre edilemiyorsa,
basit kesirlere ayırma yöntemi ile onu integral formülleri yardımıyla integre edilebilen daha basit kesirlerin toplamı
şekline dönüştürmeliyiz. Basit kesirlere ayırma yöntemi yalnız has kesirlere (yani payın derecesi paydanın dere-
cesinden küçük olan) için kullanılır. Has olmayan bir kesir verildiǧinde bu kesir, payı paydasına bölünerek, integre
edilebilen bir polinom ile bir has kesirin toplamı olarak ifade edilir. Basit kesirlere ayırma yöntemi ile integral
almak için aşaǧıdaki sıra takip edilir.

(I). Kesirin paydası ax +b şeklinde lineer ifadeler ile ax 2+bx + c (b 2−4a c < 0) şeklinde kuadratik ifadelerin
çarpımı olarak ifade edilir. (Ancak teorik olarak x in bir polinomunu bu şekilde çarpanlara ayırmak mümkün ise
de, bu partikte her zaman kolay olmayabilir.)
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(II). Paydaki çarpanların çeşitli durumlarına göre, basit kesirler aşağıdaki şekilde belirlenir.
Paydadaki Çarpanın Şekli Basit Kesir

(i). ax +b tekrarlanmayan çarpan
A

ax +b

(ii). (ax +b )n tekrarlanan çarpan
A1

ax +b
+

A2

(ax +b )2
+ · · ·+ An

(ax +b )n

iii). ax 2+bx + c tekrarlanmayan
çarpan (b 2−4a c < 0)

Ax + B

ax 2+bx + c
(iv). (ax 2+bx + c )n tekrarlanan

kuadratik çarpan (b 2−4a c < 0)
A1x + B1

ax 2+bx + c
+ · · ·+ An x + Bn�

ax 2+bx + c
�n

Burada A, B ,A1,A2, · · · ,An , B1, B2, · · · ,An gerçel sabitlerdir.

(III). Basit kesirlerin paylarındaki sabitler hesaplanır. Rasyonel kesir basit kesirler cinsinden yazıldıǧında, elde
edilen denklem bir özdeşliktir. Söz konusu sabitlerin hesaplanmasında, cebirden bilindiǧi gibi “ iki polinom özdeş
ise bunların aynı dereceli terimlerin katsayıları birbirine eşittir ” sonucundan faydalanır.

(IV). İntegrasyon formülleri kullanarak her bir basit kesir integre edilir.
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Örnek 1.∫
dx

x 2−a 2
integralini bulalım.

1

x 2−a 2
=

1

(x +a ) (x −a )
=

A

x +a
+

B

x −a
olur. Şimdi buradaki A ve B katsayılarını hesaplayalım. Kesirler ortak paydada toplanırsa

1

x 2−a 2
=

A (x −a )+ B (x +a )
(x +a ) (x −a )

=
x (A + B )−a A +a B

x 2−a 2

olur. x in eşit kuvvetlerinin kat sayıları karşılaştırılırsa A + B = 0 ve −a A +a B = 1 elde edilir. Bu durumda A =
−1

2a
ve B =

1

2a
olur.

Böylece
1

x 2−a 2
=
−1

2a

1

x +a
+

1

2a

1

x −a
=

1

2a

�
1

x −a
− 1

x +a

�

olur. Bu durumda∫
dx

x 2−a 2
=

∫
1

2a

�
1

x −a
− 1

x +a

�
dx =

1

2a

�∫
dx

x −a
−
∫

dx

x +a

�
=

1

2a
(ln |x −a |− ln |x +a |)+C

=
1

2a
ln

				x −a

x +a

				+C

olur.
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Örnek 2.∫
2x −5

(x −1)2 (x +2)
dx integralini bulalım.

2x −5

(x −1)2 (x +2)
=

A

x −1
+

B

(x −1)2
+

C

x +2

şeklinde basit kesirlere ayırabiliriz. Şimdi buradaki A , B ve C katsayılarını hesaplayalım. Kesirler ortak paydada toplanırsa

2x −5 = A (x −1) (x +2)+ B (x +2)+C (x −1)2 = A



x 2+2x −x −2
�
+ B (x +2)+C



x 2−2x +1
�

= A



x 2+x −2
�
+ B (x +2)+C



x 2−2x +1
�
= x 2 (A +C )+x (A + B −2C )−2A +2B +C

elde edilir. x in eşit kuvvetlerinin katsayıları karşılaştırıldıǧında

A +C = 0, A + B −2C = 2, −2A +2B +C =−5

denklem sistemi bulunur. Bu sistem çözülürse, A = 1, B =−1 ve C =−1 olur. A , B ,C sayıları şu şekilde de bulunabilir.

2x −5= A (x −1) (x +2)+ B (x +2)+C (x −1)2 (1)

eşitliğinde x = 1 yazılısa −3 = 3B olur. Buradan B = −1 olur. (1) eşitliğinde x = −2 yazılırsa −9 = 9C olur. Bu durumda C = −1
olur. (1) eşitliğinde x = 0 yazılırsa

−2A +2B +C =−5⇒−2A +2 (−1)−1=−5⇒−2A =−2⇒ A = 1
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olur. Bu durumda∫
2x −5

(x −1)2 (x +2)
dx =

∫ �
1

x −1
+
−1

(x −1)2
+
−1

x +2

�
dx =

∫
1

x −1
dx −
∫

1

(x −1)2
dx −
∫

1

x +2
dx

= ln |x −1|+ 1

x −1
− ln |x +2|+D = ln

				x −1

x +2

				+ 1

x −1
+D

elde edilir.
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Örnek 3.∫
3x 2

(x −1)
�
x 2+x +1
� dx integralini bulalım.

x 2+x +1= 0
�
b 2−4a c = 1−4×1×1=−3< 0

�
denkleminin gerçel kökleri yoktur. O halde

3x 2

(x −1)
�
x 2+x +1
� = A

x −1
+

Bx +C

x 2+x +1

şeklinde basit kesirlere ayırabiliriz. Bu durumda

3x 2

(x −1)
�
x 2+x +1
� = A
�
x 2+x +1
�
+(Bx +C ) (x −1)

(x −1)
�
x 2+x +1
�

olur. Böylece
3x 2 = A



x 2+x +1
�
+(Bx +C ) (x −1)

olur. Bu durumda
x = 1 için A = 1,
x = 0 için A −C = 0,
x =−1 için A +2B −2C = 3

olur. Böylece A = 1, C = 1 ve B = 2 olur. Bu durumda∫
3x 2

(x −1)
�
x 2+x +1
� dx =

∫
1

x −1
dx +

∫
2x +1

x 2+x +1
dx = ln |x −1|+ ln

		x 2+x +1
		+D

olur.



Rasyonel . . .

Örnek 1.

Örnek 2.

Örnek 3.

Örnek 4.

8/9

Örnek 4.∫
(x +1)dx�

x 2+x +2
��

x 2+4x +5
� integralini bulalım.

x 2+x +2= 0 ve x 2+4x +5= 0 denklemlerinin gerçel kökleri yoktur. Böylece
x +1�

x 2+x +2
��

x 2+4x +5
� = Ax + B

x 2+x +2
+

Dx + E

x 2+4x +5

şeklinde basit kesirlere ayırabiliriz. Buradan

x +1= x 3 (A +D)+x 2 (4A + B +D + E )+x (5A +4B +2D + E )+5B +2E

elde edilir. Buradan
A +D = 0, 4A + B +D + E = 0, 5A +4B +2D + E = 1, 5B +2E = 1

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem çözülürse

A = 0, B =
1

3
, D = 0, E =−1

3

bulunur. Bulunan bu deǧerler yerine konursa
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∫
(x +1)dx�

x 2+x +2
��

x 2+4x +5
� = 1

3

∫
dx

x 2+x +2
− 1

3

∫
dx

x 2+4x +5

=
1

3

∫
dx

(x +1/2)2+

�

7/2
�2 − 1

3

∫
dx

(x +2)2+12

=
2

3
�

7
arctan

2x +1�
7
− 1

3
arctan (x +2)+C

olur.
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