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İrrasyonel İfadelerin İntegrali
Cebirsel irrasyonel fonksiyonların belli integral tipleri uygun deǧişken deǧişikliǧi ile rasyonel fonksiyonların integrasyonuna indirgenir.
Bu işleme integralin rasyonelleştirilmesi denir.

(I).
∫

R

�
x , q1

��
a x +b

c x +d

�p1

, q2

��
a x +b

c x +d

�p2

, · · · , qn

��
a x +b

c x +d

�pn
�

dx Tipindeki İntegraller

İntegrant,
a x +b

c x +d
şeklindeki ifadelerin rasyonel kuvvetlerinin rasyonel bir fonksiyonu ise yani fonksiyon

R

�
x , q1

��
a x +b

c x +d

�p1

, q2

��
a x +b

c x +d

�p2

, · · · , qn

��
a x +b

c x +d

�pn
�

şeklinde ise m sayısı q1,q2, · · · ,qn sayılarının en küçük ortak katı olmak üzere, integrant
a x +b

c x +d
= t m

deǧişken deǧişimi ile rasyonelleştirilebilir. Bu durumda

q1α1 = q2α2 = · · ·= qnαn =m

ise
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q1

��
a x +b

c x +d

�p1

= t
m

p1

q1 = t α1p1

q2

��
a x +b

c x +d

�p2

= t
m

p2

q2 = t α2p2

. . . . . . . . . . . . . . .

qn

��
a x +b

c x +d

�pn

= t
m

pn

qn = t αn pn

ve
x =

b −d t m

c t m −a
, dx =

(a d −b c )m t m−1

(c t m −a )2
d t

olur. Böylece integral ∫
R

�
b −d t m

c t m −a
, t α1p1 , t α2p2 , · · · , t αn pn

�
(a d −b c )m t m−1

(c t m −a )2
d t

rasyonel fonksiyonunun integraline dönüşür.

(i). Eğer c = 0 ve d = 1 ise integrant baǧımsız bir x deǧişkeninin rasyonel kuvvetlerinin bir rasyonel fonksiyonu yani

R
�

x , q1
	
(a x +b )p1 , · · · , qn

	
(a x +b )pn



olur. Bu durumda m sayısı q1,q2, · · · ,qn sayılarının en küçük ortak katı olmak üzere, integrant a x +b = t m deǧişken deǧişimi ile
rasyonelleştirilebilir. Bu durumda

q1α1 = q2α2 = · · ·= qnαn =m

ise
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q1
	
(a x +b )p1 = t

m
p1

q1 = t α1p1

q2
	
(a x +b )p2 = t

m
p2

q2 = t α2p2

. . . . . . . . . . . . . . .

qn
	
(a x +b )pn = t

m
pn

qn = t αn pn

ve
x =

t m −b

a
ve dx =

m t m−1

a
d t

olur. Böylece integral ∫
R

�
t m −b

a
, t α1p1 , t α2p2 , · · · , t αn pn

�
m

a
t m−1 d t

rasyonel fonksiyonunun integraline dönüşür.

(ii). Eğer a = 1, b = 0, c = 0 ve d = 1 ise integrant baǧımsız bir x deǧişkeninin rasyonel kuvvetlerinin bir rasyonel fonksiyonu yani

R
�

x ,
q1
�

x p1 ,
q2
�

x p2 , · · · , qn
�

x pn

�
olur. Bu durumda m sayısı q1,q2, · · · ,qn sayılarının en küçük ortak katı olmak üzere, integrant x = t m deǧişken deǧisimi ile
rasyonelleştirilebilir. Bu durumda

q1α1 = q2α2 = · · ·= qnαn =m

ise
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q1
�

x p1 = t
m

p1

q1 = t α1p1

q2
�

x p2 = t
m

p2

q2 = t α2p2

. . . . . . . . . . . . . . .

qn
�

x pn = t
m

pn

qn = t αn pn

ve
x = t m ve dx =m t m−1 d t

olur. Böylece integral ∫
R (t m , t α1p1 , t α2p2 , · · · , t αn pn )m t m−1 d t

rasyonel fonksiyonunun integraline dönüşür.
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Örnek
Aşağıdaki integralleri bulalım.

(a) .

∫
x + 3

	
x 2+
�

x

x


1+ 3
�

x
� dx (b) .

∫
1

(3−x )2
2

�
3−x

3+x
dx (c) .

∫
dx

4
	
(x −1)3 (x +2)5

(a). I =

∫
x + 3

	
x 2+
�

x

x


1+ 3
�

x
� dx diyelim. 2 ve 3 sayılarının en küçük ortak katı 6 olduğundan

x = t 6, dx = 6t 5 d t

deǧişkeni uygulanır.
3
	

x 2 = t 4,
�

x = t 3 ve 3
�

x = t 2

olduğu göz önüne alınırsa

I =

∫ 
t 6+ t 4+ t 3

�
t 6


1+ t 2
� 6t 5 d t = 6

∫ 
t 6+ t 4+ t 3

�
t


1+ t 2
� d t = 6

∫
t 5+ t 3+ t 2

1+ t 2
d t

= 6

∫ �
t 3+1− 1

t 2+1

�
d t =

3

2
t 4+6t −6

∫
1

t 2+1
d t =

3

2
t 4+6t −6arctan t +C

olur. Tekrar x deǧişkenine dönülürse,

I =
3

2
3
	

x 2+6 6
�

x −6arctan 6
�

x +C

bulunur.
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(b). I =

∫
1

(3−x )2

�
3−x

3+x
dx diyelim. İntegrant,

�
3−x

3+x
ifadesinin ve x in bir rasyonel fonksiyonu olduğundan

�
3−x

3+x
= t veya

3−x

3+x
= t 2

deǧişken deǧişimi yapılır. Buradan,

x =
3−3t 2

1+ t 2
, 3−x =

6t 2

1+ t 2
, dx =

−12t
1+ t 2

�2 d t

olur. Böylece

I =

∫
1

6t 2/

1+ t 2

��2 t
−12t

1+ t 2
�2 d t =

∫ 
1+ t 2

�2

36t 4

−12t 2
1+ t 2

�2 d t =
−12

36

∫ 
1+ t 2

�2

t 4

t 2
1+ t 2

�2 d t

=
−1

3

∫
1

t 2
d t =

1

3t
+C

bulunur. Tekrar x deǧişkenine dönülürse,

I =
1

3

�
3−x

3+x

+C =
1

3

�
3+x

3−x
+C

elde edilir.
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(c). I =

∫
dx

4
	
(x −1)3 (x +2)5

diyelim.

4
	
(x −1)3 (x +2)5 = 4

�
(x −1)4 (x +2)4

(x +2)
(x −1)

= (x −1) (x +2) 4

�
x +2

x −1

olduğundan integrant, 4

�
x +2

x −1
ve x in bir rasyonel fonksiyonudur. Böylece

4

�
x +2

x −1
= t veya

x +2

x −1
= t 4

deǧişken deǧişimi yapılır. Buradan

x =
t 4+2

t 4−1
, x −1=

3

t 4−1
, x +2=

3t 4

t 4−1
ve dx =

−12t 3
t 4−1

�2 d t

olur. Dolayısıyla

I =

∫
dx

(x −1) (x +2) 4
	
(x +2)/ (x −1)

=−
∫ 

t 4−1
�

t 4−1
�

12t 3 d t

3×3t 4t


t 4−1
�2 =−4

3

∫
d t

t 2
=

4

3t
+C

bulunur. Tekrar x e dönülürse

I =
4

3
4

�
x −1

x +2
+C

elde edilir.
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(II).
∫

R
�

x ,
	

a x 2+bx + c



dx Tipindeki İntegraller

∫
R
�

x ,
	

a x 2+bx + c



dx şeklindeki çoğu integral

a x 2+bx + c = a

�
x +

b

2a

�2

+ c − b 2

4a

şeklinde tamkareye tamamlanarak daha basit hale indirgenir. Bu şu şekilde yapılır. t = x +
b

2a
dönüşümü uygulanırsa d t = dx olur.

Bu durumda
∫

R
�

x ,
	

a x 2+bx + c



dx integrali a nın pozitif veya negatif olmasına göre

∫
R

�
t +

b

2a
,
�

a
	

t 2+k 2

�
d t ,

∫
R

�
t +

b

2a
,
�

a
	

t 2−k 2

�
d t ,

∫
R

�
t +

b

2a
,
�

a
	

k 2− t 2

�
d t

integraline dönüşür. Bu integrallerde (III) deki yöntemlerle çözülür.∫
R
�

x ,
	

a x 2+bx + c



dx şeklindeki integraller aşaǧıda belirtilen deǧişken deǧişimlerinden biri yardımıyla da hesaplanabilir. Bu

değişken değişimlerine Euler değişken değişimleri denir.

(i). a = 0 ise
∫

R
�

x ,
	

a x 2+bx + c



dx integrali
∫

R
�

x ,
�

bx + c
�

dx integrali olur. Bu integral I(i) deki yöntemle bulunur.
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(ii). a > 0 ise
	

a x 2+bx + c =
�

a (x + t ) değişken değişimi yapılırsa

a x 2+bx + c = a
�

x 2+ t 2+2x t
�

olur. Buradan
a x 2+bx + c = a x 2+a t 2+2a x t

yani

x =
c −a t 2

2a t −b
ve

dx =
−2a t (2a t −b )− c −a t 2

�
2a

(2a t −b )2
d t =
−4a 2t 2+2ab t −2a c +2a 2t 2

(2a t −b )2
d t

=
−2a 2t 2+2ab t −2a c

(2a t −b )2
d t

olur. Böylece
∫

R
�

x ,
	

a x 2+bx + c



dx integrali

∫
R

�
c −a t 2

2a t −b
,
�

a

�
a t 2−b t + c

2a t −b

�� −2a 2t 2+2ab t −2a c

(2a t −b )2
d t

rasyonel integraline dönüştürülür.
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x

y

α β

(iii). a < 0 ise a x 2+bx+c > 0 olmalıdır. Bu durumda a x 2+bx+c = 0 denkleminin α ve β
gibi iki farlı kökü vardır ve x ∈ α,β

�
dır. a x 2+bx +c =−a (x −α)2 t 2 dönüşümü yapalım.

Bu durumda
−a (x −α)β −x

�
= a x 2+bx + c =−a (x −α)2 t 2

olur. Buradan β −x = (x −α) t 2 ve x =
αt 2+β
t 2+1

elde edilir. Bu durumda

dx =
−2t


β −α�

t 2+1
�2 d t

olur. Böylece
∫

R
�

x ,
	

a x 2+bx + c



dx integrali

∫
R

�
αt 2+β
t 2+1

,

��−a |t | ��β −α��
t 2+1

�� −2t

β −α�

t 2+1
�2 d t

rasyonel integraline dönüştürülür.
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Örnek
Aşağıdaki integralleri bulalım.

(a) .

∫
dx	

4x 2+16x +7
, (b) .

∫
dx	

5+4x −x 2
, (c) .

∫
dx	

x 2+2x +2

(a). ∫
dx	

4x 2+16x +7
=

∫
dx	

4

x 2+4x +7/4

� =
∫

dx

2
	
(x +2)2+7/4−4

=
1

2

∫
dx	

(x +2)2−9/4

=
1

2

∫
dx	

(x +2)2− (3/2)2
olur. Burada t = x +2 dönüşümü uygulanırsa d t = dx ve∫

dx	
4x 2+16x +7

=
1

2

∫
dx	

(x +2)2− (3/2)2 =
1

2

∫
d t	

t 2− (3/2)2

=
1

2
ln

⎛⎜⎝t +

�
t 2−

�
3

2

�2
⎞⎟⎠+C =

1

2
ln

⎛⎜⎝(x +2)+

�
(x +2)2−

�
3

2

�2
⎞⎟⎠+C
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=
1

2
ln

�
x +2+

�
x 2+4x +4− 9

4

�
+C

=
1

2
ln

�
x +2+

1

2

	
4x 2+16x +7

�
+C

olur.

(b).
	

5+4x −x 2 =
	

9− (x −2)2 olduğu göz önüne alınır ve t = x −2 dönüşümü uygulanırsa d t = dx ve∫
dx	

5+4x −x 2
=

∫
dx	

9− (x −2)2
=

∫
dx	
9− t 2

= arcsin
t

3
= arcsin

x −2

3
+C

olur.

(c).
	

x 2+2x +2=
	
(x +1)2+1 olduğu göz önüne alınır ve t = x +1 dönüşümü uygulanırsa d t = dx ve∫

dx	
x 2+2x +2

=

∫
dx	

(x +1)2+1
=

∫
d t	
t 2+1

= ln
�

t +
	

t 2+1
�

= ln
�

x +1+
	
(x +1)2+1

�
= ln

�
x +1+

	
x 2+2x +2

�
+C

olur.
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(III).
∫

M x +N	
a x 2+bx + c

dx Tipindeki İntegraller

M , N , a ,b , c ∈� olmak üzere I =

∫
M x +N	

a x 2+bx + c
dx tipindeki bir integral aşağıdaki şekilde bulunur.

I =

∫
(M/2a ) (2a x +b )+ (N − (Mb/2a ))	

a x 2+bx + c
dx =

∫
(M/2a ) (2a x +b )dx	

a x 2+bx + c
+

∫
(N − (Mb/2a ))dx	

a x 2+bx + c

=
M

2a

∫
(2a x +b )dx	

a x 2+bx + c
+
�

N − Mb

2a

�∫
dx	

a x 2+bx + c

(1)

olur. (1) eşitliğinin sağ tarafındaki ilk integral de

u = a x 2+bx + c , du = (2a x +b )dx

değişken değişimi yapılırsa
M

2a

∫
(2a x +b )dx	

a x 2+bx + c
=

M

2a

∫
d u�

u
=

M

2a
2
�

u =
M

a

	
a x 2+bx + c

olur. (1) eşitliğinin sağ tarafındaki ikinci integral de

a x 2+bx + c = a

�
x 2+

b

a
x +

c

a

�
= a

�
x 2+

b

a
x +

b 2

4a 2
+

c

a
− b 2

4a 2

�
= a

��
x +

b

2a

�2

+
4a c −b 2

4a 2

�
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olduğu göz önüne alınırsa�
N − Mb

2a

�∫
dx	

a x 2+bx + c
=
�

N − Mb

2a

�∫
dx�

a
�
(x +b/2a )2+


4a c −b 2

�
/4a 2

�
olur. Bu durumda x +

b

2a
= t , dx = d t deǧişken deǧişimi yapılırsa�

N − Mb

2a

�∫
dx	

a x 2+bx + c
=
�

N −Mb

2a

�∫
d t	

a

t 2+


4a c −b 2

�
/4a 2

�
olur.

∫
d t	

a

t 2+


4a c −b 2

�
/4a 2

� integralinde a uygun şekilde karekök dışına çıkarılırsa k =
4a c −b 2

4a 2
olmak üzere

∫
d t	

t 2+k
,

∫
d t	
t 2−k

veya
∫

d t	
k − t 2

integralleri elde edilir. Bu integrallerde temel integral formülleri yardımıyla veya Kısım ?? daki yöntemler kullanılarak bulunur.
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Örnek∫
(2x +3)dx	
3x 2+2x −4

integralini bulalım.

∫
2x +3dx	
3x 2+2x −4

=

∫ 1

3
(6x +9)dx	
3x 2+2x −4

=
1

3

∫
(6x +2+7)dx	

3x 2+2x −4
=

1

3

∫
(6x +2)+7	
3x 2+2x −4

dx

=
1

3

∫
6x +2	

3x 2+2x −4
dx +

7

3

∫
dx	

3x 2+2x −4

olur. Şimdi
∫

6x +2	
3x 2+2x −4

dx integralini bulalım. t = 3x 2+2x −4 denilirse d t = (6x +2)dx olur. Buna göre

∫
6x +2	

3x 2+2x −4
dx =

∫
d t�

t
= 2
�

t

olur. Tekrar x değişkenine dönülürse ∫
6x +2	

3x 2+2x −4
dx = 2

	
3x 2+2x −4

olur. Şimdi de
∫

dx	
3x 2+2x −4

integralini bulalım.
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∫
dx	

3x 2+2x −4
=

∫
dx	

3

x 2+2x/3−4/3

� = 1�
3

∫
dx	

(x +1/3)2−1/9−4/3

=
1�
3

∫
dx	

(x +1/3)2−13/9
=

1�
3

∫
dx�

(x +1/3)2−�	13/9

2

olur. t = x +
1

3
dönüşümü yapılırsa d t = dx olur. Buna göre

∫
dx	

3x 2+2x −4
=

1�
3

∫
d t�

t 2−�	13/9

2
=

1�
3

ln

⎛⎜⎝t +

�
t 2−

��
13

9

�2
⎞⎟⎠

=
1�
3

ln

⎛⎜⎝x +
1

3
+

��
x +

1

3

�2

−
��

13

9

�2
⎞⎟⎠= 1�

3
ln

�
x +

1

3
+

�
x 2+

2x

3
− 4

3

�

olur. O halde
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∫
2x +3dx	
3x 2+2x −4

=
1

3

∫
6x +2	

3x 2+2x −4
dx +

7

3

∫
dx	

3x 2+2x −4

=
1

3
2
	

3x 2+2x −4+
7

3

1�
3

ln

�
x +

1

3
+

�
x 2+

2

3
x − 4

3

�

=
2

3

	
3x 2+2x −4+

7

3
�

3
ln

�
x +

1

3
+

�
x 2+

2

3
x − 4

3

�
+C

olur.
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(IV).
∫
(M x +N )

	
a x 2+bx + c dx Tipindeki İntegraller

M , N , a ,b , c ∈� olmak üzere I =

∫
(M x +N )

	
a x 2+bx + c dx tipindeki bir integral aşağıdaki şekilde bulunur.

I =

∫ �
M

2a
(2a x +b )+

�
N − Mb

2a

��	
a x 2+bx + c dx (2)

=
M

2a

∫
(2a x +b )

	
a x 2+bx + c dx +

�
N − Mb

2a

�∫ 	
a x 2+bx + c dx

olur. (2) eşitliğinin sağtaraftaki ilk integral de u = a x 2+bx + c , du = (2a x +b )dx değişken değişimi yapılırsa

M

2a

∫
(2a x +b )

	
a x 2+bx + c dx =

M

2a

∫ �
u du =

M

2a

2

3

	
u 3 =

M

3a

	
u 3 =

M

3a

�
a x 2+bx + c

�3

olur. (2) eşitliğinin sağ tarafındaki ikinci integral ise�
N − Mb

2a

�∫ 	
a x 2+bx + c dx =

�
N − Mb

2a

�∫ �
a

��
x +

b

2a

�2

+
4a c −b 2

4a 2

�
dx

olur. Burada x +
b

2a
= t , dx = d t deǧişken deǧişimi yapılırsa

�
N − Mb

2a

�∫ 	
a x 2+bx + c dx =

�
N − Mb

2a

�∫ �
a

�
t 2+

4a c −b 2

4a 2

�
dx
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olur.
∫ �

a

�
t 2+

4a c −b 2

4a 2

�
d t integrali de a uygun şekilde karekök dışına çıkarılırsa k =

4a c −b 2

4a 2
olmak üzere

∫ 	
t 2+k d t veya

∫ 	
k − t 2 d t

integrali elde edilir. Bu integrallerde temel integral formülleri yadımıyla veya Kısım ?? daki yöntemler kullanılarak bulunur.

(V).
∫

Pm (x )	
a x 2+bx + c

dx Tipindeki İntegraller

Pm (x ) , m . dereceden bir polinom olmak üzere

I =

∫
Pm (x )	

a x 2+bx + c
dx

şeklindeki integral ∫
Pm (x ) dx	
a x 2+bx + c

=Pm−1 (x )
	

a x 2+bx + c +K

∫
dx	

a x 2+bx + c

indirgeme formülüyle hesaplanır. Burada Pm−1 (x ), (m −1) . dereceden bir polinom ve K bir sabit sayıdır. Pm−1 (x ) polinomu ve sabit
K sayısı aşağıdaki örneklerde olduğu gibi bulunur.
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Örnek

I =

∫
x 3−x −1	
x 2+2x +2

dx integralini bulalım.

P3 (x ) = x 3−x −1 olduğundan
P3−1 (x ) = P2 (x ) = Ax 2+ Bx +D

olur. Bu durumda ∫
x 3−x −1	
x 2+2x +2

dx = P2 (x )
	

x 2+2x +2+K

∫
dx	

x 2+2x +2

=
�

Ax 2+ Bx +D
�	

x 2+2x +2+K

∫
dx	

x 2+2x +2

olur. Eşitliǧin her iki yanının da türevi alınırsa
x 3−x −1	
x 2+2x +2

= (2Ax + B )
	

x 2+2x +2+
�

Ax 2+ Bx +D
� x +1	

x 2+2x +2
+

K	
x 2+2x +2

=
(2Ax + B )


x 2+2x +2

�
+


Ax 2+ Bx +D
�
(x +1)+K	

x 2+2x +2

olur. Bu durumda
x 3−x −1= (2Ax + B )

�
x 2+2x +2

�
+
�

Ax 2+ Bx +D
�
(x +1)+K

bulunur. Buradan
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2A +A = 1, B +4A + B +A = 0,
2B +D+K =−1, 2B +4A +D+ B =−1

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi çözülürse

A =
1

3
, B =−5

6
, D =

1

6
, K =

1

2

bulunur. Böylece

I =
�

1

3
x 2− 5

6
x +

1

6

�	
x 2+2x +2+

1

2

∫
dx	

x 2+2x +2

olur. Temel integral formülleri gereğince∫
dx	

x 2+2x +2
=

∫
dx	

(x +1)2+1
= ln

�
x +1+

	
x 2+2x +2

�
olduğundan

I =
�

1

3
x 2− 5

6
x +

1

6

�	
x 2+2x +2+

1

2
ln
�

x +1+
	

x 2+2x +2
�
+C

olur.
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Örnek

I =

∫ 	
3x 2+2x −1dx integralini bulalım.

	
3x 2+2x −1=

3x 2+2x −1	
3x 2+2x −1

olduğundan P2 (x ) = 3x 2+2x −1 dir. Böylece P1 (x ) = Ax + B olmak üzere∫ 	
3x 2+2x −1 dx =

∫
3x 2+2x −1	

3x 2+2x −1
dx = (Ax + B )

	
3x 2+2x −1+K

∫
dx	

3x 2+2x −1

dir. Eşitliğin her iki yanının türevi alınırsa
3x 2+2x −1	

3x 2+2x −1
= A

	
3x 2+2x −1+(Ax + B )

3x +1	
3x 2+2x −1

+
K	

3x 2+2x −1

=
A

3x 2+2x −1

�
+(Ax + B ) (3x +1)+1	

3x 2+2x −1

olur. Bu durumda

3x 2+2x −1=
�

3Ax 2+2Ax −A
�
+
�

3Ax 2+Ax +3Bx + B
�
+K = 6Ax 2+3x (A + B )−A + B +K
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olur. Buradan
6A = 3, 3A +3B = 2, −A + B +K =−1

denklem sistemi bulunur. Bu sistem çözülürse A =
1

2
, B =

1

6
ve K =

−2

3
bulunur. Buna göre

I =
�

1

2
x +

1

6

�	
3x 2+2x −1− 2

3

∫
dx	

3x 2+2x −1

=
�

1

2
x +

1

6

�	
3x 2+2x −1− 2

3
�

3

∫
dx	

(x +1/3)2−10/9

=
�

1

2
x +

1

6

�	
3x 2+2x −1− 2

3
�

3

∫
dx	

(x +1/3)2−10/9

=
�

1

2
x +

1

6

�	
3x 2+2x −1− 2

3
�

3
ln

⎛⎜⎝x +
1

3
+

��
x +

1

3

�2

− 10

9

⎞⎟⎠+C

elde edilir.
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(VI).
∫

dx
x −p

�m
	

a x 2+bx + c
Tipindeki İntegraller

I =

∫
dx

x −p
�m

	
a x 2+bx + c

şeklindeki integralde

x −p =
1

t
, dx =

−d t

t 2

deǧişken deǧişimi yapılırsa

I =

∫ −1/t 2
�

d t

(1/t m )
	

a

1/t +p

�2+b

1/t +p

�
+ c
=

∫ −d t

(1/t m ) t 2
	

a

1/t 2+2p/t +p 2

�
+b/t +b p + c

= −
∫

d t

(1/t m ) t 2
	

a/t 2+2a p/t +a p 2+b/t +b p + c

= −
∫

d t

t 2−m
	

1/t 2


a +

2a p +b

�
t +


b p + c +a p 2

�
t 2
� =−

∫ |t | t m−2 d t	
a ′+b ′t + c ′t 2

olur. O halde
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(i). t > 0 ise

I =−
∫ |t | t m−2 d t	

a ′+b ′t + c ′t 2
=−

∫
t t m−2 d t	

a ′+b ′t + c ′t 2
=−

∫
t m−1 d t	

a ′+b ′t + c ′t 2

ve

(ii). t < 0 ise

I =−
∫ |t | t m−2 d t	

a ′+b ′t + c ′t 2
=−

∫ −t t m−2 d t	
a ′+b ′t + c ′t 2

=

∫
t m−1 d t	

a ′+b ′t + c ′t 2

olur.
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Örnek∫
dx

(x +3)2
	

x 2+2x +3
integralini bulalım.

x +3=
1

t
, dx =

−d t

t 2

dönüşümü uygulayalım. Bu durumda

I =

∫ −1/t 2
�

d t

(1/t )2
	
(1/t −3)2+2 (1/t −3)+3

= −
∫

d t	
1/t 2+9−6/t

�
+(2/t −6)+3

= −
∫

d t	
1/t 2−4/t +6

= −
∫

d t	
1−4t +6t 2

�
/t 2

olur.
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(i). t > 0 ise

I = −
∫

d t

(1/t )
	

1−4t +6t 2
=−

∫
t d t	

1−4t +6t 2
=−

∫
(1/12) (12t −4)+ (1/3)	

1−4t +6t 2
d t

= − 1

12

∫
12t −4	

1−4t +6t 2
d t − 1

3

∫
d t	

1−4t +6t 2

= − 2

12

	
1−4t +6t 2− 1

3

∫
d t	

6


1/6−4t /6+ t 2
�

= −1

6

	
1−4t +6t 2− 1

3
�

6

∫
d t	

(t −1/3)2+3/54

= −1

6

	
1−4t +6t 2− 1

3
�

6
ln

⎛⎜⎝t − 1

3
+

��
t − 1

3

�2

+
3

54

⎞⎟⎠
= −1

6

�
1−4

�
1

x +3

�
+6

�
1

x +3

�2

− 1

3
�

6
ln

� −x

3x +9
+

�� −x

3x +9

�2

+
3

54

�

= −1

6

	
x 2+2x +3− 1

3
�

6
ln
� −x

3x +9
+9
	

x 2+2x +3
�
+C

olur.
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(ii). t < 0 ise

I =−
∫

d t

(1/− t )
	

1−4t +6t 2
=

∫
t d t	

1−4t +6t 2

olduğundan (i) gereğince

I = −
�
−1

6

	
x 2+2x +3− 1

3
�

6
ln
� −x

3x +9
+9
	

x 2+2x +3
��
+C

=
1

6

	
x 2+2x +3+

1

3
�

6
ln
� −x

3x +9
+9
	

x 2+2x +3
�
+D

olur.
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Binom İntegrasyonu
m , n ve p rasyonel sayılar olmak üzere,

I =

∫
x m (a +bx n )p dx

integraline binom integrali denir. Binom integrali elementer fonksiyonlar yardımıyla aşaǧıdaki üç durumda ifade edilir.

(I). p bir tamsayı olsun.

(i). p > 0 ise integrant binom formülü yardımıyla aşağıdaki şekilde ifade edilir.

(a +bx n )p = (bx n )p +p a (bx n )p−1+
p

p −1

�
2!

a 2 (bx n )p−2+
p

p −1

�
p −3

�
3!

a 3 (bx n )p−3+ · · ·+p a p−1 (bx n )+a p

= b p x np +p ab p−1x n(p−1) +
p

p −1

�
2!

a 2b p−2x n(p−2) +
p

p −1

�
p −3

�
3!

a 3b p−3x n(p−3) + · · ·+p a p−1bx n +a p

olduğundan

x m (a +bx n )p = b p x np+m +p ab p−1x n(p−1)+m +
p

p −1

�
2!

a 2b p−2x n(p−2)+m

+
p


p −1
�

p −3
�

3!
a 3b p−3x n(p−3)+m + · · ·+p a p−1bx n+m +a p x m

olur. Bu durumda
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I = b p

∫
x np+m dx +p ab p−1

∫
x n(p−1)+m dx +

p

p −1

�
a 2b p−2

2!

∫
x n(p−2)+m dx

+
p


p −1
�

p −3
�

3!
a 3b p−3

∫
x n(p−3)+m dx + · · ·+p a p−1b

∫
x n+m dx +

∫
a p x m dx

olur.

(ii). p < 0, m =
q1

k1
ve n =

q2

k2
olsun. Bu durumda k = k1k2 (k , k1 ve k2 nin en küçük ortak katı olarak alınabilir) olmak üzere

m =
q1k2

k
ve n =

q2k1

k
olur.

x = t k , dx = k t k−1 d t

değişken değişimi uygulanırsa

I =

∫ �
t k
�m
�

a +b
�

t k
�n

p

k t k−1 d t = k

∫ �
t k
� q1k2

k

�
a +b

�
t k
� q2k1

k

�p

t k−1 d t

= k

∫
t q1k2

�
a +b t q2k1

�p
t k−1 d t = k

∫
t k m

�
a +b t k n

�p
t k−1 d t

= k

∫ �
a +b t k n

�p
t k m+k−1 d t = k

∫
t k (m+1)−1

a +b t k n
�−p d t

olur.
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(II). p =
q

α
bir rasyonel sayı ve

m +1

n
= k bir tamsayı ise

a +bx n = t α, x =
�

t α−a

b

� 1
n
=
(t α−a )

1
n

b
1
n

, dx =
αt α−1

nb
1
n (t α−a )

n−1
n

d t

değişken değişimi uygulanırsa ∫
x m (1+x n )p dx =

∫
1

b
m
n

(t α−a )
m
n t q αt α−1

nb
1
n

(t α−a )
1−n

n d t

=
α

nb
m+1

n

∫
(t α−a )

m
n t q+α−1 (t α−a )

1−n
n d t

=
α

nb
m+1

n

∫
(t α−a )

m
n
+

1−n
n t αp+α−1 d t

=
α

nb
m+1

n

∫
(t α−a )

m+1
n
−1 t α(p+1)−1 d t

=
α

nb
m+1

n

∫
(t α−a )k−1 t α(p+1)−1 d t

olur. Bu son integral de I.(ii) deki yöntemle bulunur.
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(III). p =
q

α
bir rasyonel sayı ve

m +1

n
+p = k bir tamsayı olsun.

a +bx n = t αx n , x =
a

1
n

(t α−b )
1
n

, dx =
−αa

1
n

n

t α−1

(t α−b )
1
n
+1

d t

değişken değişimi uygulanırsa

I =

∫
a

m
n

(t α−b )
m
n

(t αx n )p
−αa

1
n

n

t α−1

(t α−b )
1
n
+1

d t =
−αa

m+1
n

n

∫
t α−1

(t α−b )
m
n
+

1
n
+1
(t αx n )p d t

=
−αa

m+1
n

n

∫
t α−1

(t α−b )
m
n
+

1
n
+1

⎛⎜⎝t α

⎛⎜⎝ a
1
n

(t α−b )
1
n

⎞⎟⎠
n⎞⎟⎠

p

d t

=
−αa

m+1
n

n

∫
t α−1

(t α−b )
m+1

n
+p+1

t αp a p

(t α−b )p
d t =
−αa

m+1
n
+p

n

∫
t α(p+1)−1

(t α−b )k+1
d t

olur. Bu son integrakde I deki yöntemle çözülür.
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Örnek∫ �
x
�

4+ 3
�

3x
�2

dx integralini bulalım.

Burada p = 2> 0 bir tamsayı olduğundan I(i) hali söz konusudur.∫ �
x
�

4+ 3�
3x
�2

dx =

∫
x

1
2

�
4+(3x )

1
3

�2

dx =

∫
x

1
2

�
16+(3x )

2
3 +8 (3x )

1
3

�
dx

= 16

∫
x

1
2 dx + 3

�
9

∫
x

1
2 x

2
3 dx +8

3
�

3

∫
x

1
2 x

1
3 dx

= 16

∫
x

1
2 dx + 3

�
9

∫
x

7
6 dx +8

3
�

3

∫
x

5
6 dx

= 16
2

3
x

3
2 + 3
�

9
6

13
x

13
6 +8

3
�

3
6

11
x

11
6 +C =

32

3
x

3
2 +

6 3
�

9

13
x

13
6 +

48 3
�

3

11
x

11
6 +C

olur.
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Örnek∫
x−

1
2

�
1+x

1
3

�−1

dx integralini bulalım.

p =−1 negatif bir tamsayıdır. O halde I(ii) deki yöntemi uygulamalıyız. k = k1k2 = 2×3 = 6 dır. x = t 6 alınırsa dx = 6t 5 d t olur.
Buradan ∫

x−
1
2

�
1+x

1
3

�−1

dx =

∫
t −3

�
1+ t 2

�−1
6t 5 d t = 6

∫
t 2
�

1+ t 2
�−1

d t = 6

∫
t 2

1+ t 2
d t

= 6

∫ �
1− 1

1+ t 2

�
d t = 6

∫
d t −6

∫
1

1+ t 2
d t = 6t −6arctan t +C

olur. Tekrar x deǧişkenine dönülürse ∫
x−

1
2

�
1+x

1
3

�−1

dx = 6 6
�

x −6arctan 6
�

x +C

elde edilir.



Örnek

Örnek

Örnek

Örnek
Binom İnte . . .

Örnek

Örnek

Örnek

Örnek 36/37

Örnek
∫ 3
�

1+ 3
	

x 2

3
�

x
dx integrallerini bulalım.

Burada m =−1

3
, n =

2

3
ve p =

1

3
dür. Böylece

m +1

n
=

�
−1

3
+1

�
2

3

= 1

bir tamsayı olduğundan II hali söz konusudur.

1+x
2
3 = t 3, x =

�
t 3−1

� 3
2 , dx =

9

2

�
t 3−1

� 1
2 t 2 d t

değişken değişimi uygulanıra∫ 3
�

1+ 3
	

x 2

3
�

x
dx =

∫
x−

1
3

�
1+x

2
3

� 1
3

dx =

∫ �
t 3−1

�−1
2
�

t 3
� 1

3
9

2

�
t 3−1

� 1
2 t 2 d t

=
9

2

∫
t t 2 d t =

9

2

∫
t 3 d t =

9

2

1

4
t 4+C =

9

8
t 4+C
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elde edilir. Tektar x değişkenine dönülürse∫ 3
�

1+ 3
	

x 2

3
�

x
dx =

9

8

�
3

�
1+

3
	

x 2

�4

+C =
9

8

�
1+

3
	

x 2
� 4

3
+C

olur.
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