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Trigonometrik Değişken Değiştirmeler

(I).
∫

R1

�
x ,
�

x 2+a 2
�

dx ve
∫

R2 (x ,x 2+a 2)dx Tipindeki İntegraller

a > 0 olmak üzere
∫

R1

�
x ,
�

x 2+a 2
�

dx ve
∫

R2 (x ,x 2+a 2)dx integralleri rasyonel bir fonksiyonun integraline

aşağıdaki şekilde indirgenir.
−π
2
< t <

π

2
olmak üzere

x = a tan t , dx = a
�

1+ tan2 t
�

d t = a sec2 t d t

değişken değişimi uygulanırsa

x 2+a 2 = a 2 tan2 t +a 2 = a 2
�

tan2 t +1
�
= a 2 sec2 t

ve �
x 2+a 2 = a
�

tan2 t +1= a sec t

olur. Şekil .? ye bakınız. Böylece∫
R1

�
x ,
�

x 2+a 2

	
dx = a

∫
R1 (a tan t ,a sec t )sec2 t d t

·

t
x� a

2 +x
2

a
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ve ∫
R2

�
x ,x 2+a 2
�

dx = a

∫
R2

�
a tan t ,a 2 sec2 t

�
sec2 t d t

rasyonel integralleri elde edilir.

Örnek 1.

I =

∫
x�

x 2+a 2
dx integralini bulalım.

x = a tan t , dx = a
�

1+ tan2 t
�

d t = a sec2 t d t

değişken değişimi uygulayalım. Bu durumda�
x 2+a 2 = a
�

tan2 x +1= a sec t

olur. Böylece
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I =

∫
a tan t

a sec t
a sec2 t d t = a

∫
tan t sec t d t = a

∫
sint

cos2 t
d t =−a

∫
1

u 2
d u =

a

u
+C =

a

cos t
+C

= a sec t +C = a
�

tan2 t +1+C = a


�x
a

	2
+1+C = a

�
1

a 2

�
x 2+a 2

+C =
�

x 2+a 2+C

olur.

Bu integral aşağıdaki şekilde daha kolay bulunur.∫
x�

x 2+a 2
dx =

1

2

∫
2x�

x 2+a 2
dx =

1

2

∫
1�
u

du =
�

u +C =
�

x 2+a 2+C

olur.
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Örnek 2.∫
dx

x 2+a 2
integralini bulalım.

x = a tan t , dx = a
�

1+ tan2 t
�

d t

değişken değişimi uygulayalım. Bu durumda arctan
x

a
= t olur. Diğer yandan

x 2+a 2 = a 2
�

1+ tan2 t
�

olur. Böylece ∫
dx

x 2+a 2
=

∫
a
�

1+ tan2 t


d t

a 2
�

1+ tan2 t
 = 1

a

∫
d t =

t

a
+C =

arctan
�x

a

	
a

+C

olur.
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(II).
∫

R
�

x ,
�

x 2−a 2
�

dx Tipindeki İntegraller

a > 0 olmak üzere
∫

R
�

x ,
�

x 2−a 2
�

dx integrali rasyonel bir fonksiyonun integraline aşağıdaki şekilde indirgenir.

0< t <
π

2
veya π< t <

3π

2
olmak üzere

x = a sec t , d x = a
sin (t )

cos2 (t )
d t = a tan t sec t d t

değişken değişimi yapılırsa ve tan2 t = sec2 t −1 olduğu göz önüne alınırsa�
x 2−a 2 =
�

a 2 sec2 t −a 2 =
�

a 2
�

sec2 t −1

= a
�

sec2 t −1= a tan t

olur. Bu durumda ∫
R
�

x ,
�

x 2−a 2

	
dx =

∫
R (a sec t ,a tan t )a tan t sec t d t

olur. Şekil .? ye bakınız.

·

t

�
x 2
−a 2x

a
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Örnek 3.∫
dx�

x 2−a 2
integralini bulalım.

x = a sec t , d x = a
sin (t )

cos2 (t )
d t = a tan t sec t d t

değişken değişimi uygulayalım. Diğer yandan�
x 2−a 2 =
�

a 2 sec2 t −a 2 = a
�

sec2 t −1= a tan t

olur. Böylece∫
dx�

x 2−a 2
=

∫
a tan t sec t d t

a tan t
=

∫
sec t d t = ln |sec t + tant |+C1= ln

����xa +
��

x
a

�2−1

����+C1

= ln

�����
x

a
+

�
1

a 2

�
x 2−a 2
�����+C1= ln

����xa +
1

a

�
x 2−a 2

����+C1

= ln

���� 1a
�

x +
�

x 2−a 2

	����+C1 = ln
1

a
+ ln
���x +�x 2−a 2

���+C1= ln
���x +�x 2−a 2

���+C

olur.
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Örnek 4.

I =

∫ �
x 2−a 2 dx integralini bulalım.

x = a sec t , dx = a tan t sec t d t

değişken değişimi uygulayalım. Bu durumda

I =

∫
a 2 tan t tant sec t d t

=

∫
a 2 tan2 t sec t d t = a 2

∫ �
sec2 t −1
�

sec t d t

= a 2

�∫
sec3 t d t −
∫

sec t d t

�

olur. Bu durumda∫
sec3 t d t =

1

3−1
sec3−2 t tan t +

3−2

3−1
I3−2 =

1

2
sec t tan t +

1

2
I1 =

1

2
sec t tan t +

1

2

∫
sec t d t
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olduğundan

I = a 2

�∫
sec3 t d t −
∫

sec t d t

�
= a 2

�
1

2
sec t tan t +

1

2

∫
sec t d t −
∫

sec t d t

�

= a 2

�
1

2
sec t tant − 1

2

∫
sec t d t

�

=
a 2

2
sec t tan t − a 2

2
ln |sec t + tant |+C1

=
a 2

2

x

a

�
x 2−a 2

a
− a 2

2
ln

�����
x

a
+

�
x 2−a 2

a

�����+C1

=
x

2

�
x 2−a 2− a 2

2
ln

���� 1a
�

x +
�

x 2−a 2

	����+C1

=
x

2

�
x 2−a 2− a 2

2
ln

1

a
− a 2

2
ln
���x +�x 2−a 2

���+C1

=
x

2

�
x 2−a 2− a 2

2
ln
���x +�x 2−a 2

���+C

olur.
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(III).
∫

R
�

x ,
�

a 2−x 2
�

dx Tipindeki İntegraller

a > 0 olmak üzere ∫
R
�

x ,
�

a 2−x 2

	
dx

integrali rasyonel bir fonksiyonun integraline aşağıdaki şekilde indirgenir.
−π
2
< t <

π

2
olmak üzere

x = a sin t , d x = a cos t d t

değişken değişimi yapılır ve �
a 2−x 2 =
�

a 2− (a sin t )2 = a
�

1− sin2 t

olduğu göz önüne alınırsa∫
R
�

x ,
�

a 2−x 2

	
dx =

∫
R
�

a sin t ,a
�

1− sin2 t
	

a cos t d t = a

∫
R (a sin t ,a cos t )cos t d t

olur. Şekil .? ye bakınız.

·

t
xa

�
a 2
−x 2
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Örnek 5.∫
dx�

a 2−x 2
integralini bulalım.

x = a sin t , dx = a cos t d t

değişken değişimi uygulayalım. Bu durumda arcsin
x

a
= t olur. Diğer yandan�

a 2−x 2 = a cos t

olduğundan ∫
dx�

a 2−x 2
=

∫
a cos t d t

a cos t
=

∫
d t = t +C = arcsin

x

a
+C

olur.
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Örnek 6.

I =

∫ �
a 2−x 2 dx integralini bulalım.

x = a sin t , dx = a cos t d t

değişken değişimi uygulayalım. Bu durumda arcsin
x

a
= t olur. Diğer yandan�

a 2−x 2 = a cos t

olur. Böylece

cos2 t =
1

2
(cos 2t +1)

olduğu göz önüne alınırsa

I =

∫
a 2 cos t cos t d t = a 2

∫
cos2 t d t =

a 2

2

∫
(cos 2t +1)d t

=
a 2

2

∫
cos 2t d t +

a 2

2

∫
d t =

a 2

2

1

2
sin2t +

a 2

2
t +C =
�a

2

	2
sin2t +

a 2

2
t +C

olur.
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sin2t = 2 cos t sin t ve cos2 t = 1− sin2 t

olduğu göz önüne alınırsa

I =
�a

2

	2
sin2t +

a 2

2
t +C

=
a 2

4
(2 sint cos t )+

a 2

2
arcsin

x

a
+C

=
a 2

2
sint
�

1− sin2 t +
a 2

2
arcsin

x

a
+C

=
a 2

2

⎛
⎝x

a



1− x 2

a 2

⎞
⎠+ a 2

2
arcsin

x

a
+C

=
a 2

2

�
x

a

1

a

�
a 2−x 2

�
+

a 2

2
arcsin

x

a
+C

=
x

2

�
a 2−x 2+

a 2

2
arcsin

x

a
+C

olur.
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