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Hiperbolik Fonksiyonların İntegrali

Hiperbolik fonksiyonlar trigonometrik fonksiyonlara oldukça benzerdir. Bu benzerlikler aşağıdaki tabloda özetlen-
miştir.

Trigonometrik Eşitlikler Hiperbolik Eşitlikler
(1) . sin
�
x + y
�
= sinx cos y + siny cosx sinh

�
x + y
�
= sinhx cosh y + sinhy coshx

(2) . sin
�
x − y
�
= sinx cos y − siny cosx sinh

�
x − y
�
= sinhx cosh y − sinhy coshx

(3) . cos
�
x + y
�
= cosx cos y − sinx siny cosh

�
x + y
�
= coshx cosh y + sinhx sinhy

(4) . cos
�
x − y
�
= cosx cos y + sinx siny cosh

�
x − y
�
= coshx cosh y − sinhx sinhy

(5) . cos2 x + sin2 x = 1 cosh2 x − sinh2 x = 1

(6) . 1+ tan2 x =
1

cos2 x
= sec2 x 1− tanh2 x =

1

cosh2 x
= sech2 x

(7) . cot2 x +1=
1

sin2 x
= csc2 x coth2 x −1=

1

sinh2 x
= csch2 x

(8) . sin2x = 2 sinx cosx sinh2x = 2 sinhx cosh x
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Trigonometrik Eşitlikler Hiperbolik Eşitlikler

(9) .
cos2x = 2 cos2 x −1= 1−2 sin2 x

= cos2 x − sin2 x
cosh 2x = 2 cosh2 x −1= 1+2 sinh2 x

= cosh2 x + sinh2 x

(10) . sin2 x =
1− cos2x

2
, cos2 x =

1+ cos2x

2
sinh2 x =

cosh (2x )−1

2
, cosh2 x =

1+ cosh2x

2

(11) . sinx siny =
cos
�
x − y
�− cos
�
x + y
�

2
sinhx siny =

cosh
�
x + y
�− cosh
�
x − y
�

2

(12) . cosx cos y =
cos
�
x − y
�
+ cos
�
x + y
�

2
cosh x cosh y =

cosh
�
x − y
�
+ cosh
�
x + y
�

2

(13) . sinx cos y =
sin
�
x + y
�
+ sin
�
x − y
�

2
sinhx cosh y =

sinh
�
x + y
�
+ sinh
�
x − y
�

2

(14) . (sinx )′ = cosx , (cosx )′ =−sinx (sinhx )′ = coshx , (coshx )′ = sinhx

(15) . (tanx )′ = 1

cos2 (x )
= sec2 x (tanhx )′ = 1

cosh2 (x )
= sech2 x

(16) . (cot x )′ = −1

sin2 (x )
=−csc2 x (cothx )′ = −1

sinh2 (x )
=−csch2 x
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Bu benzerliklerden dolayı hiperbolik fonksiyonlara baǧlı olan fonksiyonların integrali, trigonometrik fonksiyonlarda
izlenen aynı yolla hesaplanır.

Eǧer tanh
x

2
= t değişken değişimi yapılırsa

sinhx =
2t

1− t 2
, cosh x =

1+ t 2

1− t 2

ve
x = 2argtanht = ln

�
1+ t

1− t

�
(−1< t < 1) , dx =

2 d t

1− t 2

olur.
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Hiperbolik fonksiyonların türev formülleri gereğince aşağıdaki integral formüllerini yaza biliriz. Bazı hiperbolik
fonksiyonların integralini önceki tablodaki eşitlikleri kullanarak bulabiliriz.

(1) .
dsinhx

dx
= coshx ⇔

∫
coshx dx = sinhx +C

(2) .
dcosh x

dx
= sinhx ⇔

∫
sinhx dx = coshx +C

(3) .
dtanhx

dx
= sech2 x ⇔

∫
sech2 x dx = tanhx +C

(4) .
dcothx

dx
=−csch2 x ⇔

∫
csch2 x dx =−cothx +C

(5) .
dsech x

dx
=−sech x tanhx ⇔

∫
sechx tanhx dx =−sech x +C

(6) .
dcsch x

dx
=−csch x cothx ⇔

∫
csch x cothx dx =−csch x +C
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Ters hiperbolik fonksiyonların türev formülleri gereğince aşağıdaki integral formüllerini yaza biliriz. Bazı ters
hiperbolik fonksiyonların integralini aşağıdaki tablodaki eşitlikleri kullanarak bulabiliriz.

(1) .
dargsinhx

dx
=

1�
1+x 2

⇔
∫

dx�
1+x 2

= argsinhx +C

(2) .
dargcoshx

dx
=

1�
x 2−1

⇔
∫

dx�
x 2−1

= argcoshx +C

(3) .
dargsechx

dx
=

−1

x
�

1−x 2
⇔
∫

dx

x
�

1−x 2
=−argsechx +C

(4) .
dargcsch x

dx
=

−1

|x |�1+x 2
⇔
∫

dx

|x |�1+x 2
=−argcsch x +C

(5) .
dargtanhx

dx
=

1

1−x 2
⇔
∫

dx

1−x 2
= argtanhx +C

(6) .
dargcothx

dx
=

1

1−x 2
⇔
∫

dx

1−x 2
= argcothx +C
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Hiperbolik fonksiyonlar e x fonksiyonu yardımıyla tanımlandığından ters hiperbolik fonksiyonlarla doğal logaritma
fonksiyonu lnx arasında ilişkiler kurulabilir. Bu ilişkiler aşağıdaki tabloda verilmiştir.

(a) . argsinh (x ) =ln
�

x +
�

x 2+1
	

, x ∈� (b) . argcosh (x ) = ln
�

x +
�

x 2−1
	

, x ≥ 1

(c) . argtanh (x ) =
1

2
ln

�
1+x

1−x

�
, |x |< 1 (d) . argcoth (x ) =

1

2
ln

�
x +1

x −1

�
, |x |> 1
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Örnek 1.∫
sinh2 x dx integralini bulalım.

∫
sinh2 x dx =

∫
1

2
(cosh 2x −1)dx =

1

4
sinh2x − 1

2
x +C

olur.
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Örnek 2.∫
cosh5 dx integralini bulalım.

∫
cosh5 x dx =

∫
cosh4 x coshx dx =

∫ 

1+ sinh2 x
�2

coshx dx

olur. sinhx = t , coshx dx = d t değişken değişimi yapılırsa∫
cosh5 x dx =

∫ 

1+ sinh2 x
�2

coshx dx =

∫ 

1+ t 2
�2

d t =

∫ 

t 4+2t 2+1
�

d t

=
t 5

5
+

2t 3

3
+ t +C =

sinh5 x

5
+

2 sinh3 x

3
+ sinhx +C

olur.
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