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Hiperbolik Değişken Değiştirmeler

(I). a > 0 olmak üzere içerisinde
�

x 2+a 2 ifadesi bulunan bir integral

x = a sinh t , dx = a cosh t d t

deǧişken deǧişimi uygulanarak basitleştirilir. Bu durumda�
x 2+a 2 =
�
(a sinh t )2+a 2 = a

�
sinh2 t +1= a cosh t

olur.

Örnek 1.

I =

∫ �
x 2+a 2 dx integralini bulalım.

x = a sinh t , dx = a cosh t d t

değişken değişimi uygulayalım. Bu durumda

argsinh
x

a
= t ve cosh2 x =

1

2
(cosh 2x +1)

olduğu göz önüne alınırsa
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I =

∫
a cosh t a cosh t d t =

∫
a 2 cosh2 t d t =

a 2

2

∫
(cosh 2t +1)d t

=
a 2

2

∫
cosh 2t d t +

a 2

2

∫
d t =
�a

2

�2
sinh 2t +

a 2

2
t +C

olur.
sinh 2t = 2 cosh t sinh t ve cosh t =

�
1+ sinh2 t

olduğu göz önüne alınarak tekrar x değişkenine dönülürse

I =
�a

2

�2
sinh2t +

a 2

2
t +C =
�a

2

�2
2 cosh t sinht +

a 2

2
argsinh

x

a
+C

=
a 2

4
2
�

1+ sinh2 t sinh t +
a 2

2
argsinh

x

a
+C =

a 2

2

�
1+
�x

a

�2 x

a
+

a 2

2
argsinh

x

a
+C

=
a 2

2

1

a

x

a

�
a 2+x 2+

a 2

2
argsinh

x

a
+C =

x

2

�
a 2+x 2+

a 2

2
argsinh

x

a
+C

olur.
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(II). a > 0 olmak üzere içerisinde
�

x 2−a 2 ifadesi bulunan bir integral x = a cosh t , dx = a sinh t d t deǧişken
deǧişimi uygulanarak basitleştirilir. Bu durumda�

x 2−a 2 =
�
(a cosh t )2−a 2 = a

�
cosh2 t −1= a sinht

olur.

Örnek 2.∫
dx�

x 2−a 2
integralini bulalım.

x = a cosh t , dx = a sinht d t

değişken değişimi uygulayalım. Bu durumda argcosh
x

a
= t ve

�
x 2−a 2 =
�

a 2 cosh2 t −a 2 =
�

a 2
�

cosh2 t −1
	
=
�

a 2 sinh2 t = a sinh t

olur. Böylece ∫
dx�

x 2−a 2
=

∫
a sinh t d t

a sinh t
=

∫
d t = t +C = argcosh

x

a
+C

olur.
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(III). a > 0 olmak üzere içerisinde
�

a 2−x 2 ifadesi bulunan bir integral

x = a tanh t , dx =
a

cosh2 (t )
d t = a sech2 t d t

deǧişken deǧişimi uygulanarak basitleştirilir. Bu durumda�
a 2−x 2 =
�

a 2− (a tanht )2 = a
�

1− tanh2 t = a sech x

olur.

Örnek 3.∫
dx

x 2
�

1−x 2
integralini bulalım.

x = tanh t , dx =
1

cosh2 (t )
d t = sech2 t d t

değişken değişimi uygulanır ve sinht =
x�

1−x 2
olduğu göz önüne alınırsa
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∫
dx

x 2
�

1−x 2
=

∫
sech2 t d t

tanh2 t sech x
=

∫
sech t d t

tanh2 t
=

∫ 1

cosh t
sinh2 t

cosh2 t

d t =

∫
cosh t

sinh2 t
d t

olur. Son integralde u = sinh t , d u = cosh t d t değişken değişimi uygulanır ve tekrar t değişkenine dönülürse∫
cosh t

sinh2 t
d t =

∫
du

u 2
=− 1

u
+C =− 1

sinht
+C

olur. Bu durumda tekrar x değişkenine dönülürse∫
dx

x 2
�

1−x 2
=

∫
cosh t

sinh2 t
d t =− 1

sinht
+C =−
�

1−x 2

x
+C

olur.


	 Hiperbolik Degisken Degistirmeler
	 Örnek 1.
	 Örnek 2.
	 Örnek 3.



