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Reel Sayı Doğrusu

Eğer a > 0 ise a ya pozitif reel sayı ve a < 0 ise a ya negatif reel sayı ve eğer a ≥ 0 ise a ya negatif olmayan
reel sayı diyeceğiz.

Reel sayılar Şekil .? de olduğu gibi bir yatay doğru üzerindeki noktalarla bire-bir eşlenebilir. Doğru üzerinde 0
(sıfır) reel sayısına karşılık gelen ve O orijin olarak adlandırılan bir nokta seçelim. Uygun bir ölçü birimi verildi-
ğinde her bir x pozitif sayısı, doğru üzerinde orijinin sağında x -birimlik uzaklıktaki nokta ile ve her bir negatif
−x sayısı da orijinin soluna x -birim uzaklıktaki nokta ile belirlenir. Böylece her reel sayı doğru üzerindeki bir
nokta ile belirlenirken, doğru üzerindeki her bir P noktasına tam olarak bir reel sayı karşılık gelir. P noktasına
karşı gelen reel sayıya P-nin koordinatı ve doğruya da koordinat doğrusu veya reel sayı doğrusu denir.

Aralıklar

Eğer A, reel sayıların belirli bir alt kümesi ise x ∈ A gösterimi x -in A kümesinin bir elemanı ve x /∈ A gösterimi de
x -in A kümesinin bir elemanı olmadığını gösterecektir.

Tanım 1 I ⊆� olsun. Her a ,b ∈ I için a < x < b olduğunda x ∈ I oluyorsa I ya bir aralık denir.�

Bu tanıma göre � nin kendisi (−∞,∞) aralığıdır. Bundan sonraki bölümlerde sık sık kullanacağımız, reel sayıların
bazı aralıklarını verelim.

0 1 2−1−2−3−4 �
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Sınırlı Aralıklar

(i). a < b olmak üzere a < x < b eşitsizliğini sağlayan x reel sayılarının kümesine sınırlı açık aralık denir ve
(a ,b ) şeklinde gösterilir. Yani (a ,b ) = {x ∈� : a < x < b} dir.

(ii). a ≤ b olmak üzere a ≤ x ≤ b eşitsizliğini sağlayan x reel sayılarının kümesine sınırlı kapalı aralık denir ve
[a ,b ] şeklinde gösterilir. Yani [a ,b ] = {x ∈� : a ≤ x ≤ b} dir. Burada a = b alınırsa [a ,a ] = {a} olur.

(iii). a < b olmak üzere a ≤ x < b eşitsizliğini sağlayan reel sayılarının kümesine sınırlı yarı açık aralık denir ve
[a ,b ) şeklinde gösterilir. Yani [a ,b ) = {x ∈� : a ≤ x < b} dir.

(iv). a < b olmak üzere a < x ≤ b eşitsizliğini sağlayan reel sayılarının kümesine de sınırlı yarı açık aralık denir
ve (a ,b ] şeklinde gösterilir. Yani (a ,b ] = {x ∈� : a < x ≤ b} dir.

Sınırsız Aralıklar

(i). a < x eşitsizliğini sağlayan reel sayıların kümesine sınırsız açık aralık denir ve (a ,∞) = {x ∈ � : a < x }
şeklinde gösterilir. a > x eşitsizliğini sağlayan reel sayıların kümesine de sınırsız açık aralık denir ve
(−∞,a ) = {x ∈� : x < a} şeklinde gösterilir.

(ii). a ≤ x eşitsizliğini sağlayan reel sayıların kümesine sınırsız yarı açık aralık denir ve [a ,∞) = {x ∈� : a ≤ x }
şeklinde gösterilir. a ≥ x eşitsizliğini sağlayan reel sayıların kümesine de sınırsız yarı açık aralık denir ve
(−∞,a ] = {x ∈� : x ≤ a} şeklinde gösterilir.
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Reel Sayıların Mutlak Değeri

Reel sayı ekseninde 0 ve x sayısı arasındaki uzaklık x−0= x veya 0−x =−x değerlerinden pozitif olan değerdir.
Buna göre x reel sayısının mutlak değeri |x | ile gösterilen ve negatif olmayan reel sayıdır.

Bir x sayısının mutlak değeri

|x |=
�

x , x ≥ 0

−x , x < 0
veya |x |=max{x ,−x } veya |x |=

�
x 2

şeklinde tanımlanır.

Mutlak değer ile ilgili bazı özellikleri şöyle sıralayabiliriz: ε > 0 olsun. Bu durumda

(i). |x | ≤ ε ⇐⇒ −ε ≤ x ≤ ε dur. Şekil .? ya bakınız.)
(ii). |x − c | ≤ ε ⇐⇒ c − ε ≤ x ≤ c + ε dur. ( Şekil .? ya bakınız.)
(iii). 0< |x − c | ≤ ε ⇐⇒ c − ε ≤ x < c veya c < x ≤ c + ε dur. ( Şekil .? ya bakınız.)
(iv). |x | ≥ ε ⇐⇒ ε ≤ x veya x ≤−ε dur. (Şekil .? ya bakınız.)

(v).
��x + y
��≤ |x |+ ��y �� ve ��x − y

��≤ |x |+ ��y �� dir. (Buna üçgen eşitsizliği denir.)

(vi).
��x + y
��≥ ��|x | − ��y ���� ve ��x − y

��≥ ��|x |− ��y ���� dir.

(vii).
��x y
��= |x | ��y �� dir.

0

xx �

ε−ε c

x �

c + εc − ε c

x �

c + εc − ε 0

x �

ε−ε
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(viii). y 
= 0 olmak üzere
����xy
����= |x |��y �� dir.

Tümevarım İlkesi

Ard arda dizilmiş domino taşlarını düşünelim. Bu taşlardan birincisi itildiğinde birinci taş ikinci taşı, ikinci taş
üçüncü taşı, ve daha genel olarak n . taş (n+1). taşı iterek düşüreceği bellidir. Bu sonuca varmak için tümevarım
ilkesi denilen ve � nin tanımının bir sonucu olan tümevarım ilkesi kullanılmış oldu. Şimdi oldukça kullanışlı olan
tümevarım ilkesini ispatsız olarak verelim.

Önerme 1 (Tümevarım İlkesi) Her bir n ∈� için P(n ) bir matematiksel ifade (önerme) olsun.

(i). P(1) doğru
(ii). Her k ∈� için P(k ) doğru iken P(k +1) doğru

ise her n ∈� için P(n ) doğrudur.

Örnek 1 Herhangi bir pozitif n tamsayısı için 1+2+3+ · · ·+n =
n (n +1)

2
olduğunu gösterelim.
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Çözüm. P(n ) matematiksel ifadesi

1+2+3+ · · ·+n =
n (n +1)

2
dir.

n = 1 ise yukarıdaki formülde eşitliğin sol ve sağ tarafının 1 e eşit olduğu kolayca görülür. P(k ) ifadesinin doğru
olduğunu kabul edelim. Yani,

1+2+3+ · · ·+k =
k (k +1)

2
olsun.

P(k +1) in doğru olduğunu gösterelim. Yukarıdaki eşitliğin her iki tarafına k +1 eklenirse

1+2+3+ · · ·+k +(k +1) =
k (k +1)

2
+(k +1) =

(k +1)(k +2)
2

=
(k +1)((k +1)+1)

2
elde edilir. Dolayısıyla P(k +1) ifadesi doğrudur. Tümevarım prensibi gereğince her n ≥ 1 için P(n ) ifadesi, yani
yukarıdaki formül doğrudur.
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Tanım 2 Herhangi bir n ∈� için 1.2.3. · · · .n (1×2×3×·· ·×n ) sayısına n nin faktoriyeli denir ve n ! ile gösterilir.
0!= 1 olarak tanımlanır.�

Örnek 2 Her n pozitif tamsayısı için
2n−1 ≤ n !

olduğunu gösterelim.

Çözüm. P(n ) matematiksel ifadesi
2n−1 ≤ n !

dir.

n = 1 ise 21−1 = 1 ve 1!= 1 olduğundan 21−1 ≤ 1! dir.

P(k ) ifadesinin doğru olduğunu kabul edelim. Yani,
2k−1 ≤ k !

olsun.

P(k +1) in doğru olduğunu gösterelim. Yani 2(k+1)−1 ≤ (k +1)! olduğunu gösterelim.

2(k+1)−1 = 2k = 2×2k−1≤ 2×k !≤ (k +1)k != (k +1)!

elde edilir. Dolayısıyla P(k +1) ifadesi doğrudur. Tümevarım prensibi gereğince her n ≥ 1 için P(n ) ifadesi, yani
yukarıdaki formül doğrudur.
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Teorem 1 (Binom Teoremi) n pozitif tamsayı ve x ,y herhangi iki reel sayı olsun. Bu durumda�
n

k

�
=

n !

k !(n −k )!

olmak üzere
(x + y )n =
�

n

0

�
x n + · · ·+
�

n

i

�
x n−i y i + · · ·+
�

n

n

�
y n

dir.

Sonuç 1 (Bernoulli Eşitsizliği) x ≥ 0 özelliğindeki her x ∈� için

(1+x )n ≥ 1+nx

dir.
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Dik (Kartezyen) Koordinat Sistemi

Koordinat sistemi sıralı ikililer yardımıyla düzlemde tanımlanabilir. x ve y reel sayılar olmak üzere (x ,y ) ikilisine
bir sıralı ikili, x e sıralı ikilinin birinci terimi y ye de ikinci terimi denir. Bütün sıralı ikililerin oluşturduğu küme
�2=�×� ile gösterilir. Herhangi iki (x1,y1) ve (x2,y2) sıralı ikililerinin birbirine eşit olması için gerek ve yeter
şart x1 = x2 ve y1 = y2 olmasıdır. Düzlemde bir koordinat sistemi kurmak için her biri sıfır noktasında dik olarak
kesişen iki reel sayı doğrusu çizelim. Bunların kesim noktasına Orijin diyelim ve O ile gösterelim. Genel olarak
bu doğrulardan pozitif yönü O nun sağına doğru olan yatay doğruya x -ekseni ve pozitif yönü O nun yukarısına
doğru olan düşey doğruya da y -ekseni denir. Bu eksenler koordinat eksenleri olarak adlandırılır ve düzlemi
Şekil .? de gösterildiği gibi dört bölgeye ayırırlar.

P düzlemde bir nokta olsun. P noktasından koordinat eksenlerine dik olan l 1 ve l 2 doğrularını çizelim. l 1

doğrusunun x -eksenini kestiği noktaya P nin x-koordinatı (veya apsisi), l 2 doğrusunun y -eksenini kestiği
noktaya da P nin y-koordinatı (veya ordinatı) denir. Bu noktalara sırasıyla x ve y dersek, P noktasını
sayıların (x ,y ) sıralı ikilisiyle eşlemiş oluruz. Bu (x ,y ) ikilisine P nin koordinatları denir. Bu yolla düzlemdeki
her noktaya sayıların bir ve yalnız bir sıralı ikilisi ve tersine reel sayıların her sıralı ikilisine düzlemde bir ve yalnız
bir nokta karşılık gelir. Sonuç olarak reel sayıların sıralı ikilileriyle düzlemdeki noktaları belirliyebiliriz. Koordinat
eksenleri dik olarak kesiştiklerinden bu eksenlerin oluşturduğu sisteme dik (kartezyen) koordinat sistemi
denir. Dik koordinat sisteminin oluşturduğu düzleme koordinat (kartezyen) düzlemi veya analitik düzlem
denir ve �2 ile gösterilir.

1. Bölge2. Bölge

3. Bölge 4. Bölge

x

y

x

y P(x ,y )
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Koordinat düzleminde herhangi iki nokta P(x1,y1) ve Q(x2,y2) olsun. Bu durumda P ve Q arasındaki uzaklık

|PQ |= d (P,Q) =
�
(x2−x1)2+(y2− y1)2

ve P ile Q noktalarının orta noktası
M =
�x1+x2

2
,

y1+ y2

2

�
şeklinde bulunur. Şekil .? ye bakınız. P(x1,y1) ve Q(x2,y2) noktalarından geçen düşey olmayan (y -eksenine paralel
olmayan) bir doğrunun eğimi

m =
y2− y1

x2−x1

formülüyle bulunur. Düşey bir doğrunun eğimi tanımlı değildir.

x

y

x1

y1

x2

y2

P(x1,y1)

Q(x2,y2)

|
PQ
|

(x2−x1)

(y2− y1)
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Doğru Denklemleri

a ,b ,c reel sayılar olmak üzere bir doğrunun genel denklemi

ax +by + c = 0

şeklindedir. x = a ve y = b sırasıyla düşey ve yatay doğrulardır. P(x1,y1) ve Q(x2,y2) noktalarından geçen
doğrunun denklemi

y − y1 =
y2− y1

x2−x1
(x −x1)

ile verilir. Bundan başka P(x1,y1) den geçen ve eğimi m olan doğrunun denklemi

y − y1 =m (x −x1)

formülü ile, eğimi m ve y -eksenini b noktasında kesen doğrunun denklemi

y =m x +b

ve son olarak x -eksenini a noktasında, y -eksenini b noktasında kesen doğrunun denklemi
x

a
+

y

b
= 1

formülüyle bulunur.
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