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Yay Uzunluğu
f : [a ,b ] → � sürekli türevi olan bir fonksiyon ve P = {a = x0,x1,x2, · · · ,xi−1,xi , · · · ,xn−1,xn = b}, [a ,b ] aralığınının bir bölüntüsü olsun. f nin
grafiğinin x = a ve x = b doğruları arasında kalan yay uzunluğunu bulalım. Eğrinin x = xi−1 ve x = xi doğruları arasında kalan yay uzunluğunu
Δl i ile gösterelim. Bu durumda Δxi = xi −xi−1 olmak üzere
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Δl i
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Δxi
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f (xi−1)

f (xi )

ti

Δl i
∼= Δsi =
�
(xi −xi−1)2+( f (xi )− f (xi−1))2 =

�
(Δxi )2+( f (xi )− f (xi−1)2 = Δxi

�
1+
�

f (xi )−f (xi−1)
Δxi

�2
olur. Diğer taraftan f nin sürekli türevi

olduğundan Ortalama değer teoremi gereğince her i = 1, 2, · · · , n için
f (xi )− f (xi−1)

Δxi
= f ′(ti ) olacak şekilde bir ti ∈ (xi−1,xi ) vardır. Bu durumda

Δl i
∼= Δxi

�
1+( f ′(ti ))2 olur. Böylece L =

n∑
i=1
Δl i
∼= n∑

i=1
Δxi

�
1+( f ′(ti ))2 olur. Eşitliğin sağındaki ifade

�
1+( f ′)2 fonksiyonunun P bölüntüsünün

{ti } nokta seçimine karşılık gelen Riemann toplamıdır. Bu durumda
�

1+( f ′)2 integrallenebilir olduğundan ‖P‖ =max{|xi −xi−1| : i : 1, 2, 3, · · · , n}
olmak üzere lim‖P‖→0

R
�

P,{ti },
�

1+( f ′)2
�
=

b∫
a

�
1+
�

f ′(x )	2 dx olduğundan L =
b∫

a

�
1+
�

f ′(x )	2 dx olur.

� � � � ��



3/5

Örnek 1
f (x ) = 4

�
2

3
x 3/2−1 fonksiyonunun grafiğinin x = 0 ve x = 1 doğruları arasında kalan parçasının uzunluğunu bulalım.
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Bu durumda

f ′(x ) = 4
�

2

3

3

2
x 1/2 = 2

�
2x 1/2

ve
1+( f ′(x ))2 = 1+(2

�
2x 1/2)2 = 1+8x

olduğundan

L =

1∫
0

�
1+( f ′(x ))2 dx =

1∫
0

�
1+8x dx =

2

3

1

8
(1+8x )3/2
��1
0
=

13

6

olur. � � � � ��
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Örnek 2
f (x ) = ln(sin(x )) fonksiyonunun grafiğinin x = π/4 ve x = π/2 doğruları arasında kalan parçasının yay uzunluğunu bulalım. Bek-
leyiniz. Herşey otomatik olarak gelecek.

x
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ln(sin(π
4
))

π
4

π
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f (x ) = ln(sin(x ))

Bu durumda f ′(x ) = cot(x ), 1+( f ′(x ))2 = 1+(cot(x ))2 = 1+ cot2(x ) ve
∫

cscx dx = ln |cscx − cotx | olduğundan

L =

π/2∫
π/4

�
1+ cot2(x )dx =

π/2∫
π/4

cscx dx = ln(cscx − cotx )
��π/2
π/4
= ln(csc(π/2)− cot(π/2))− ln(csc(π/4)− cot(π/4))

= ln(1−0)− ln(
�

2−1) = ln(1)− ln(
�

2−1) = ln(
1�

2−1
) = ln(

�
2+1

2−1
) = ln(

�
2+1)

olur.
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Örnek 3
f (x ) =

x

2
fonksiyonunun grafiğinin x = 1 ve x = 3 doğruları arasında kalan parçasının yay uzunluğunu bulalım. Bekleyiniz. Herşey

otomatik olarak gelecek.
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f (x ) =
x

2

Bu durumda f ′(x ) = 1

2
, 1+( f ′(x ))2 = 1+(

1

2
)2 = 1+

1

4
=

5

4
ve
�

1+( f ′(x ))2 =
�

5

4
=
�

5

2
olduğundan

L =

∫ 3
1

�
5

2
dx =

�
5

2

∫ 3
1

dx =
�

5

2
x
��3
1
=
�

5

2
(3−1) =

�
5

2
2=
�

5

olur.
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