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Üstel Büyüme ve Yok Olma

Uygulamada bir miktarın değişim oranı genellikle başlangıçdaki miktar ile orantılıdır. Miktar t değişkeninin türev-
lenebilen sürekli bir y = f (t ) fonksiyonu ile verilsin. Bu durumda y nin değişim oranı y ile orantılı olacağından
y nin tanım kümesine ait her t için

dy

d t
= k y (t )

olacak şekilde bir k sayısı vardır. Şimdi bu özelliği sağlayan y fonksiyonunu bulalım.
dy

d t
= y ′(t ) = k y (t )

olduğundan
y ′(t )
y (t )

= k

yazılabilir. Her iki yanın integrali alınırsa ∫
y ′(t )
y (t )

d t =

∫
k d t

olur. Böylece
lny (t ) = k t +C1
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olur. lnx fonksiyonunun örten olduğu göz önüne alınarak C1 = lnC denilirse

lny (t ) = k t + lnC

ve dolayısıyla
lny (t )− lnC = k t

olur. Bu durumda
ln

�
y (t )

C

�
= k t

ve böylece
y (t )

C
= e k t

olur. O halde
y (t ) =C e k t

olur. y fonksiyonunun bir noktada aldığı değer biliniyorsa C sabiti bulunabilir. Bir t0 için y (t0) =C e k t0 olacağından

C =
y (t0)
e k t0

olur. Bu durumda

y (t ) =
y (t0)
e k t0

e k t = y (t0)e k (t−t0)

elde edilir.
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Tanım. y = f (t ) türevlenebilen sürekli bir fonksiyon olsun. y nin tanım kümesine ait her t için
dy

d t
= k y (t )

olacak şekilde bir k sayısı varsa y ye türevi ile orantılı ve k ya da orantı katsayısı denir. Burada, k > 0 ise
dy

d t
= k y (t )

ye üstel büyüme denklemi ve k < 0 ise
dy

d t
= k y (t )

ye üstel yokolma denklemi denir.
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Lojistik Büyüme ve Yok Olma

Uygulamada bir çok durumda bir miktarın değişim oranı genellikle başlangıçdaki miktar ve miktar ile opsiyonel
miktar arasındaki fark ile orantılıdır. Obsiyonel miktar L olmak üzere miktar t değişkeninin türevlenebilen sürekli
bir y = f (t ) fonksiyonu ile verilsin. Bu durumda

dy

d t
= y ′(t ) = k (L− y (t ))y (t )

denklemi bulunur. Bu denklemin çözümünün 0< y (0) = y0 < L olmak üzere

y (t ) =
Ly0

y0+(L− y0)e−k Lt

olduğu y (t ) =
Ly0

y0+(L− y0)e−k Lt
nin türevi alınarak gösterilebilir. Açıkça

lim
t→∞y (t ) = L ve lim

t→0
y (t ) = y (0)

olur. Bu modele lojistik model denir.
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Tanım.
dy

d t
= k (L− y (t ))y (t )

eşitliğinde k > 0 ise
dy

d t
= k (L− y (t ))y (t )

ye lojistik büyüme denklemi ve k < 0 ise
dy

d t
= k (L− y (t ))y (t )

ye lojistik yok olma denklemi denir.
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Üstel Nufus Artışı

1960 ve 1970 yılları arasında dünya nufusu her yıl yaklaşık %2 oranında artmıştır. 1 ocak 1965 yılında dünya
nufusu 3.34 milyar olarak tahmin edilmiştir. k = 0.02 ve C0 = 3.34×109 alınırsa herhangi bir t yılında (1965 yılı
için t = 0 olarak alınmak üzere) dünya nufusu

y (t ) = 3.34e 0.02t

fonksiyonu kullanılarak tahmin edilebilir. Örneğin 2000 yılı için dünya nufusu yaklaşık olarak t = 2000−1965= 35
olmak üzere

y (35) = 3.34e 0.02×35 ∼= 6.725 934 0430

milyar olur. 2625 yılı için dünya nufusu yaklaşık olarak t = 2625−1965= 660 olmak üzere

y (660) = 3.34e 0.02×660 ∼= 1.804 818 8904×106

milyar olur. Dünyanın yüz ölçümünün yaklaşık olarak 1.728 0× 105 m2 olduğu düşünülürse kişi başına 1 m2 den
daha az alan düşmektedir. Fakat dünya imkanlarının bu nüfusa yetmeyeceği açıktır.
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Lojistik Nufus Artışı

Yukarıda görüldüğü gibi nufus hızlı artmıyorsa üstel büyüme nufus tahmini için iyi bir yöntemdir. Fakat nufus
hızlı artıyorsa bu yöntem pek uygun değildir. Bu yüzden bu yaklaşım dünya imkanları göz önüne alınarak yeniden
düzenlenmelidir. Dünya imkanlarının maksimum L > y (0) > 0 olmak üzere L milyar kişiye yeteceği varsayılarak
lojistik modelleme yapılırsa

dy

d t
= k (L− y )y , y (0) = y0, k > 0, L > y0 > 0

denklemi bulunur. Bu denklemin çözümü

y (t ) =
Ly0

y0+(L− y0)e−k Lt

olur.
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