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Fonksiyon

A ve B boş olmayan iki küme olsun. A kümesindeki her x elemanını B kümesindeki bir tek y elemanı ile eşleyen
bir f kuralına A kümesinden B kümesine bir fonksiyon denir. f fonksiyonu sembolik olarak f : A −→ B şeklinde
gösterilir ve y = f (x ) değerine, f altındaki x in değeri (x in f altındaki değeri) veya fonksiyon değeri
denir. A kümesine f fonksiyonunun tanım kümesi denir ve D f ile gösterilir, B kümesine de f fonksiyonunun
değer kümesi denir ve R f ile gösterilir. Bir fonksiyonun tanım kümesi açıkça verilmemişse tanım kümesi f nin
tanımlı olduğu en geniş küme olarak düşünülür.

f (A) = { f (x )|x ∈ A} ⊆ B

kümesine de f fonksiyonunun görüntü kümesi denir.

f fonksiyonun tanım kümesine ait herhangi bir keyfi elemanı gösteren bir sembole (yani x e) bağımsız değişken
ve f nin görüntüsündeki bir sayıyı gösteren sembole (yani y ye) bağımlı değişken denir.

Tanım 1 A ⊆� ve B ⊆� olsun.

(i). Her x ∈ A için f (x ) = g (x ) ise f , g : A→� fonksiyonlarına eşittir denir ve bu durum f = g şeklinde gösterilir.
(ii). c sabit bir reel sayı olmak üzere her x ∈ A için f (x ) = c ise f : A → � fonksiyonuna c değerli sabit

fonksiyon denir.
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(iii). Her x ∈ A için f (x ) = x ise f : A → A fonksiyonuna birim veya özdeşlik fonksiyonu denir ve idA ile
gösterilir.

(iv). A ⊆ B olmak üzere f : B → � bir fonksiyon olsun. Her x ∈ A için g (x ) = f (x ) şeklinde tanımlı g : A → �
fonksiyonuna f nin A kümesine kısıtlanmışı denir ve genellikle f |A şeklinde gösterilir.

(v). Her x ∈ A için f (x ) ≤ M olacak şekilde bir M sayısı varsa f ye üstten sınırlı fonksiyon denir. Yani
{ f (x ) | x ∈ [a ,b ]} kümesi üstten sınırlı ise f ye üstten sınırlı fonksiyon denir.

(vi). Her x ∈ A için f (x ) ≥ M olacak şekilde bir M sayısı varsa f ye alttan sınırlı fonksiyon denir. Yani
{ f (x ) | x ∈ [a ,b ]} kümesi alttan sınırlı ise f ye alttan sınırlı fonksiyon denir.

(vii). f fonksiyonu hem üstten hemde alttan sınırlı ise f ye sınırlı fonksiyon denir. Diğer bir deyişle { f (x ) | x ∈
[a ,b ]} kümesi hem alttan hemde üstten sınırlı ise f ye sınırlı fonksiyon denir.�
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Fonksiyonlarda Cebirsel İşlemler

Tanım 2 A, � nin bir alt kümesi olmak üzere f : A→� ve g : A→� iki fonksiyon olsun.

(i). Fonksiyonların Toplamı: Her x ∈ A için
�

f + g
�
(x ) = f (x )+ g (x ) şeklinde tanımlı f + g : A→� fonksi-

yonuna f ve g fonksiyonlarının toplamı denir.
(ii). Fonksiyonların Çarpımı: Her x ∈ A için

�
f g
�
(x ) = f (x ) g (x ) şeklinde tanımlı f g : A → � fonksiyonuna

f ve g fonksiyonlarının çarpımı denir.

(iii). Fonksiyonların Bölümü: Her x ∈ A için g (x ) �= 0 olmak üzere
�

f

g

�
(x ) =

f (x )
g (x )

şeklinde tanımlı
f

g
: A→�

fonksiyonuna f nin g ile bölüm fonksiyonu denir.
(iv). Bir Sayı ile bir Fonksiyonun Çarpımı: c ∈ � olmak üzere her x ∈ A için

�
c f
�
(x ) = c f (x ) şeklinde

tanımlı c f : A→� fonksiyonuna f fonksiyonunun c ile çarpımı denir.�
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Örnek 1 f (x ) = x 2+x −1 ve g (x ) = 3x 2+5 için f + g , f − g , f g , 5 f , 3g ve 5 f −3g fonksiyonlarını bulalım.

Çözüm. �
f + g
�
(x ) = (x 2+x −1)+ (3x 2+5) = 4x 2+x +4,�

f − g
�
(x ) = (x 2+x −1)− (3x 2+5) =−2x 2+x −6,�

f g
�
(x ) = (x 2+x −1) (3x 2+5) = 3x 4+3x 3+2x 2+5x −5,�

5 f
�
(x ) = 5 (x 2+x −1) = 5x 2+5x −5,�

f

g

�
(x ) =

x 2+x −1

3x 2+5
,�

3g
�
(x ) = 3 (3x 2+5) = 9x 2+15,�

5 f −3g
�
(x ) = 5 f (x )−3g (x ) = (5x 2+5x −5)− (9x 2+15) =−4x 2+5x −20

olarak bulunur.
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Örnek 2 f (x ) =

�
1+x 2, x ≤ 0

x , x > 0
ve g (x ) =

�
2x , x < 1

1+x , x ≥ 1
fonksiyonları için f + g , f − g ve f g fonksiyonlarını

bulalım.

Çözüm. Fonksiyonların istenen cebirsel birleşimlerini bulmak için tanım kümelerini her iki fonksiyon içinde aynı
şekilde ifade etmeliyiz.

f (x ) =

⎧
⎨
⎩

1+x 2, x ≤ 0

x , 0< x < 1

x , x ≥ 1

ve g (x ) =

⎧
⎨
⎩

2x , x ≤ 0

2x , 0< x < 1

1+x , x ≥ 1

şeklinde yeniden yazılabildiğinden

�
f + g
�
(x ) = f (x )+ g (x ) =

⎧
⎨
⎩
(1+x 2)+2x , x ≤ 0

x +2x , 0< x < 1

x +(1+x ), x ≥ 1

=

⎧
⎨
⎩

x 2+2x +1, x ≤ 0

3x , 0< x < 1

2x +1, x ≥ 1
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�
f − g
�
(x ) = f (x )− g (x ) =

⎧
⎨
⎩
(1+x 2)−2x , x ≤ 0

x −2x , 0< x < 1

x − (1+x ), x ≥ 1

=

⎧
⎨
⎩

x 2−2x +1, x ≤ 0

−x , 0< x < 1

−1, x ≥ 1

ve

�
f g
�
(x ) = f (x )g (x ) =

⎧
⎨
⎩
(1+x 2)2x , x ≤ 0

x 2x , 0< x < 1

x (1+x ), x ≥ 1

=

⎧
⎨
⎩

2x +2x 3, x ≤ 0

2x 2, 0< x < 1

x +x 2, x ≥ 1

bulunur.
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Fonksiyonların Bileşkesi

Tanım 3 A, B ⊆ � olmak üzere f : B→� ve g : A→ B iki fonksiyon olsun. Her x ∈ A için

h(x ) = f
�

g (x )
�

şeklinde tanımlı h : A→� fonksiyonuna f ile g nin birleşkesi denir ve f ◦ g ile gösterilir. Yani�
f ◦ g
�
(x ) = f
�

g (x )
�

şeklinde tanımlı f ◦ g : A→� fonksiyonuna f ile g nin bileşkesi denir.�

İkiden daha fazla fonksiyonların bileşkelerini de bulmak mümkündür. Örneğin f ◦ g ◦h bileşkesi önce h fonksi-
yonunu, sonra g fonksiyonunu ve daha sonrada f fonksiyonunu işleme alarak bulunabilir. Diğer bir deyişle h ın
tanım kümesine ait her x ∈A için �

f ◦ g ◦h
�
(x ) = f
�

g (h (x ))
�

dır. İstenilen sayıda fonksiyonların bileşkesinin benzer şekilde tanımlanabileceği açıktır.
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Örnek 3 f (x ) = x + 1 ve g (x ) = x 2 şeklinde tanımlı f ve g fonksiyonları verilsin. f ◦ g ve g ◦ f fonksiyonlarını
bulalım.

Çözüm. Her x ∈� için
( f ◦ g )(x ) = f (g (x )) = f



x 2
�
=



x 2
�
+1= x 2+1

ve
(g ◦ f )(x ) = g ( f (x )) = g (x +1) = (x +1)2 = x 2+2x +1

olur. Buna göre f ◦ g �= g ◦ f dir.

Not 1 Örnek 3 in gösterdiği gibi fonksiyonlarda bileşke işleminin değişme özelliği yoktur. Diğer yandan A, B ,C ,D
⊆� olmak üzere f : A→ B , g : B→C , h : C →D üç fonksiyon ise (h ◦ g )◦ f = h ◦ (g ◦ f ) olur. Yani fonksiyonlarda
bileşke işleminin birleşme özelliği vardır. (Alıştırma ?? bakınız.)�
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Polinom Fonksiyonları

Tanım 4 a 0,a 1, . . . a n reel sayılar ve n negatif olmayan tamsayı olmak üzere

f (x ) = a n x n +a n−1x n−1+ · · ·+a 2x 2+a 1x +a 0

şeklinde tanımlanan f : �→ � fonksiyonuna bir polinom fonksiyonu denir. Eğer a n �= 0 ise a n ye f poli-
nomunun baş katsayısı ve n ye f polinomunun derecesi denir. Eğer bir polinomun bütün katsayıları sıfır
ise bu polinoma sıfır polinomu denir. f birinci dereceden bir polinom ise a �= 0 olmak üzere f (x ) = ax +b
şeklinde yazılabilir. Bu durumda f nin grafiği bir doğrudur ve dolayısıyla f ye bir lineer fonksiyon denir. İkinci
dereceden genel bir polinom, a �= 0 olmak üzere

f (x ) = ax 2+bx + c

şeklindedir. Bu fonksiyona kuadratik (ikinci dereceden) fonksiyon denir ve grafiği bir paraboldur. Böyle
kuadratik bir fonksiyonun sıfır yerleri (ax 2+bx + c = 0 denkleminin kökleri), sıfır yerlerinin toplamı ve çarpımı

x1,2 =
−b ±�b 2−4a c

2a
, x1+x2 =−b

a
, x1x2 =

c

a

formülleriyle bulunur.�
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Rasyonel Fonksiyonlar

Tanım 5 f ve g iki polinom olsun. g (x ) �= 0 özelliğindeki her x ∈ A için q (x ) =
f (x )
g (x )

şeklinde tanımlı q

fonksiyonuna bir rasyonel fonksiyon denir.�

Teorik olarak her rasyonel fonksiyon elementer fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir. Basit kesirlere ayırma
yöntemi yalnız has kesirlere (yani payın derecesi paydanın derecesinden küçük olan) için kullanılır.

q (x ) =
f (x )
g (x )

rasyonel fonksiyonunda f polinomunun derecesi g polinomunun derecesinden küçük ise q (x ) fonk-

siyonu basit kesirlere aşağıdaki şekilde ayrılabilir. g (x ) polinomunun her bir çarpanı için q (x ) rasyonel fonksiyo-
nunun basit kesirlere ayrılması için aşağıdaki yöntem takip edilir.

I. Kesirin paydası ax +b şeklinde lineer ifadeler ile ax 2+bx + c şeklinde kuadratik ifadelerin çarpımı olarak
ifade edilir. (Ancak teorik olarak x in bir polinumunu bu şekilde çarpanlara ayırmak mümkün ise de, bu
partikte her zaman kolay olmayabilir.)

II. Paydaki çarpanların çeşitli durumlarına göre, basit kesirler aşağıdaki şekilde belirlenir.
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Paydadaki Çarpanın Şekli Basit Kesir

(i). ax +b tekrarlanmayan çarpan
A

ax +b

(ii). (ax +b )n tekrarlanan çarpan
A1

ax +b
+

A2

(ax +b )2
+ · · ·+ An

(ax +b )n
(iii). ax 2+bx + c tekrarlanmayan

çarpan (b 2−4a c < 0)
Ax + B

ax 2+bx + c
(iv). (ax 2+bx + c )n tekrarlanan

kuadratik çarpan (b 2−4a c < 0)
A1x + B1

ax 2+bx + c
+ · · ·+ An x + Bn

(ax 2+bx + c )n

Burada A, B ,A1,A2, · · · ,An , B1, B2, · · · ,An gerçel sabitlerdir.

III. Basit kesirlerin paylarındaki sabitler hesaplanır. Rasyonel kesir basit kesirler cinsinden yazıldıǧında, elde
edilen denklem bir özdeşliktir. Söz konusu sabitlerin hesaplanmasında, cebirden bilindiǧi gibi “ iki polinom
özdeş ise bunların aynı dereceli terimlerin katsayıları birbirine eşittir ” sonucundan faydalanılır.
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Örnek 4 Aşağıdaki rasyonel fonksiyonları basit kesirler şeklinde ifade edelim.

(a).
x

(x −1)(x +2)
(b).

3x −1

(2x +1)(x −1)2
(c).

1

x (x 2+1)
(d).

x 3+1

x (x −1)

Çözüm.

(a). Paydada (x −1), (x +2) çarpanları bulunduğundan basit kesirler
x

(x −1)(x +2)
=

A1

x −1
+

A2

x +2

şeklinde olmalıdır. Sağ tarafın paydaları eşitlenirse
x = A1(x +2)+A2(x −1)

özdeşliği bulunur. Şimdi bu son eşitliği sağlayacak şekildeki A1 ve A2 katsayılarını belirleyelim. Yukarıdaki

eşitlikde x =−2 alınırsa −2= 0−3A2 ve dolayısıyla A2 =
2

3
bulunur. Yine yukarıdaki eşitlikde x = 1 alınırsa

1= 3A1+0 ve dolayısıyla A1 =
1

3
bulunur. Böylece

x

(x −1)(x +2)
=

1

3
(x −1)

+

2

3
(x +2)

=
1

3(x −1)
+

2

3(x +2)
olur.
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(b). Paydada (2x +1), (x −1)2 çarpanları bulunduğundan basit kesirler
3x −1

(2x +1)(x −1)2
=

A1

2x +1
+

A2

x −1
+

A3

(x −1)2

şeklinde olmalıdır. Sağ taraftaki terimlerin paydaları eşitlenirse,

3x −1= A1(x −1)2+A2(2x +1)(x −1)+A3(2x +1)

bulunur. Şimdi bu son özdeşliği sağlanacak şekilde katsayıları belirleyebilmek için x in üç tane değerine

ihtiyacımız vardır. Yukarıdaki eşitlikde x = 1 alınırsa 2= 0+ 0+ 3A3 ve dolayısıyla A3 =
2

3
olur. Yukarıdaki

eşitlikde x =−1

2
alınırsa −5/2= 9/4A1+0+0 ve dolayısıyla A1 =−10

9
olur. Yine yukarıdaki eşitlikde x = 0

alınırsa −1= A1−A2+A3 ve dolayısıyla A2 = 1+A1+A3 =
5

9
olur. Böylece

3x −1

(2x +1)(x −1)2
=
−10

9
2x +1

+

5

9
x −1

+

2

3
(x −1)2

=
−10

9(2x +1)
+

5

9(x −1)
+

2

3(x −1)2

olur.
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(c). Paydadaki x 2+1, çarpanı indirgenemeyen kuadratik polinom olduğundan (yani reel köke sahip olmadığından)
basit kesirler

1

x (x 2+1)
=

A1

x
+

A2x +A3

x 2+1
şeklinde olmalıdır. Sağ taraftaki terimlerin paydaları eşitlenirse,

1= A1(x 2+1)+ (A2x +A3)x

bulunur. Bu özdeşliği sağlayacak olan katsayıları belirleyelim. Bunun için yukarıdaki eşitlikde x = 0 alırsak
1= A1+0 ve dolayısıyla A1 = 1 olur. Bunu yukarıdaki eşilikde yerine yazar gerekli sadeleştirmeleri yaparsak
−x = A2x +A3 buluruz. Bu son eşitlik sadece A2 =−1, ve A3 = 0 için sağlandığından

1

x (x 2+1)
=

1

x
− x

x 2+1

olur.
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(d). Payın derecesi paydanın derecesinden büyük olduğundan polinomlarda bölme işlemi yapılırsa
x 3+1

x (x −1)
= x +1+

x +1

x (x −1)
buluruz. Buradaki son terim basit kesirlere ayrılırsa

x +1

x (x −1)
=− 1

x
+

2

x −1

olur. Bu durumda
x 3+1

x (x −1)
= x +1− 1

x
+

2

x −1
olarak bulunur.

Tanım 6 f bir fonksiyon olsun. Eğer f fonksiyonu polinom fonksiyonlarının toplamları, farkları, çarpımları,
oranları veya kökleri şeklinde ifade ediliyorsa f ye cebirsel fonksiyon denir. Cebirsel olmayan fonksiyonlara
transandantal fonksiyonlar denir. Bu fonksiyonlara örnek olarak kısım ?? de incelenecek olan trigonometrik
fonksiyonlar verilebilir.�
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