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İntegralin Olasılığa ve İstatistiğe Uygulaması

Tanım

(a). Olasılık teorisinde bir deneyin mümkün bütün sonuçlarının kümesi olan E ye örnek uzayı ve örnek uzayının
her alt kümesine de bir olay denir. E nın tek bir elamanlı alt kümelerine basit olay ve birden fazla elemanlı alt
kümelerine birleşik olay denir.

(b). Bir O olayının olasılığı P(O) ile gösterilen bir reel sayıdır ve aşağıdaki özellikleri sağlar.

(i). 0≤ P(O)≤ 1,

(ii). P(E ) = 1,

(iii). O1,O2, · · · ,On , · · · ayrık olaylar ise P

� ∞⋃
i=1

Oi

�
=
∞∑

i=1
P(Oi ) dir.

(c). Bir O olayının olasılığı |E |=S(E ) örnek uzayının eleman sayısı ve |O |=S(O) da olayın eleman sayısı olmak
üzere

P(O) =
|O |
|E | =

S(O)
S(E )

formülüyle hesaplanır.�
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Örnek 1.

İki farklı metal para birlikte atılsın. Örnek uzayını bulalım. T tura karşılığı ve Y yazı karşılığı alınırsa örnek uzayı

E = {T T,T Y ,Y T,Y Y }
olur. Bu örnek uzayındaki bazı olaylar şunlardır.

O1 = {T T },O2 = {T Y },O3 = {Y T },O4 = {Y Y }
O5 =O1 ∪O2 = {T T,T Y }, O6 =O1 ∪O4= {T T,Y Y },

O7 =O1 ∪O2∪O3 = {T T,T Y ,Y T }, O8 =O2 ∪O3∪O4= {T Y ,Y T,Y Y }
dır. Bu durumda

P(E ) = 1, P(O1) =
1

4
, P(O2) =

1

4
, P(O3) =

1

4
, P(O4) =

1

4
,

P(O5) = P(O1)+P(O2) =
1

4
+

1

4
=

1

2
, P(O6) = P(O1)+P(O4) =

1

4
+

1

4
=

1

2
,

P(O7) = P(O1)+P(O2)+P(O3) =
1

4
+

1

4
+

1

4
=

3

4
, P(O8) = P(O2)+P(O3)+P(O4) =

1

4
+

1

4
+

1

4
=

3

4
olur.
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Tanım

E örnek uzayının her bir basit olayını bir reel sayıya dönüştüren bir X fonksiyonuna rassal (tesadüfi) değişken
denir. Diğer bir deyişle A reel sayıların bir alt kümesi olmak üzere X : E → A şeklinde bir X fonksiyonuna bir
rassal (tesadüfi) değişken denir.�

Örnek 2.

Bir zar atıldığında E = {{1},{2},{3},{4},{5},{6}} ve X : E →� rassal değişkeni 1,2,3,4,5,6 değerlerini alır.

Tanım

X bir rassal değişken olsun.

(i). X (E ) sonlu yada sayılabilir olarak sonsuz ise X rassal değişkenine kesikli veya kesikli yoğunluğa (dağı-
lıma) sahiptir denir.

(ii). X (E ) sayılamaz bir küme ise X rassal değişkenine sürekli veya sürekli yoğunluğa (dağılıma) sahiptir
denir.
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(iii). X kesikli rassal değişken olsun. Olayların {O ∈ E : X (O) = x } kümesi X = x ile gösterilir. Yani

(X = x ) = {O ∈ E : X (O) = x }
dir. Olayların {O ∈ E : X (O)≤ x } kümesi X ≤ x ile gösterilir. Yani

(X ≤ x ) = {O ∈ E : X (O)≤ x }
dir.

(iv). X , görüntü kümesi A olan kesikli rassal değişken olsun. pX (x ) = P(X = x ) fonksiyonuna X in yoğunluk
veya olasılık yoğunluk fonksiyonu denir. �
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Örnek 3.

İki zar birlikte atılsın. Bu durmda örnek E uzayı

(1,1) (2,1) (3,1) (4,1) (5,1) (6,1)

(1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) (6,2)

(1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3)

(1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4)

(1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5)

(1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6)

olur. X gelen zarların toplamı olsun. Bu durumda

X (1,1) = 2 X (1,2) = 3 X (1,3) = 4 X (1,4) = 5 X (1,5) = 6 X (1,6) = 7

X (2,1) = 3 X (2,2) = 4 X (2,3) = 5 X (2,4) = 6 X (2,5) = 7 X (2,6) = 8

X (3,1) = 4 X (3,2) = 5 X (3,3) = 6 X (3,4) = 7 X (3,5) = 8 X (3,6) = 9

X (4,1) = 5 X (4,2) = 6 X (4,3) = 7 X (4,4) = 8 X (4,5) = 9 X (4,6) = 10

X (5,1) = 6 X (5,2) = 7 X (5,3) = 8 X (5,4) = 9 X (5,5) = 10 X (5,6) = 11

X (6,1) = 7 X (6,2) = 8 X (6,3) = 9 X (6,4) = 10 X (6,5) = 11 X (6,6) = 12
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dir. Yani X in alacağı değerler {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} dir. Bu durumda

P(X = 3) = P((2,1) veya (1,2)) =
2

36
olur. Bu durumda olasılık yoğunluk dağılımı

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

P(X = x ) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

olur.

Bir p fonksiyonunun kesikli X : E → A rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu olması için

(i). Her x ∈A için p (x )≥ 0,

(ii).
∑
x∈A

p (x ) = 1

olması gereklidir.
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Tanım.

X : E → A kesikli bir rassal değişken olsun. Her x ∈� için

FX (x ) = P(X ≤ x ) =
∑
t≤x

f X (t )

şeklinde tanımlı FX fonksiyonuna X rassal değişkeninin birikimli dağılım fonksiyonu denir. �

Birikimli dağılım fonksiyonu aşağıdaki özelliklere sahiptir.

(i). x /∈ A ise FX (x ) = 0 dır.

(ii). lim
x→∞FX (x ) = 1 ve lim

x→−∞FX (x ) = 0 dir.

(iii). P(X > x ) = 1− F (x ) dir.

(iv). x ≤ y ise FX (x )≤ FX (y ) dir.

Tanım.

X : E → A kesikli bir rassal değişken ve X in olasılık yoğunluk fonksiyonu PX olsun.
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(i).
∑
x∈A

x pX (x ) değerine X sürekli rassal değişkeninin aritmetik ortalaması veya beklenen değeri denir ve

genellikle E (X ) veya μ ile gösterilir.

(ii).
∑
x∈A

(x −μ)2pX (x ) değerine X in varyansı denir ve genellikle V a r (X ) veya σ2 şeklinde gösterilir. Yani

Var(X ) =σ2 =
∑
x∈A

(x −μ)2pX (x )

değerine X in varyansı denir. Varyansın pozitif karakökü standart sapma olarak tanımlanır ve σ ile gösterilir.

Yani σ=
�∑

x∈A

(x −μ)2pX (x ) dir.�
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Not.

Varyans aşağıdaki şekilde de hesaplanabilir.

Var(X ) = σ2 =
∑
x∈A

(x −μ)2pX (x )dx =
∑
x∈A

(x 2+μ2−2xμ)pX (x )dx

=
∑
x∈A

x 2pX (x )dx +μ2
∑
x∈A

pX (x )dx −2μ
∑
x∈A

x pX (x )dx

=
∑
x∈A

x 2pX (x )dx +μ2−2μ2 =
∑
x∈A

x 2pX (x )dx + E (x )2−2E (x )2

=
∑
x∈A

x 2pX (x )dx − E (x )2

olur. Bu durumda E (x 2) =
∑
x∈A

x 2pX (x )dx denilirse

Var(X ) =σ2 = E
�

x 2
	− E (x )2

olur.�
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Tanım.

(i). A bir aralık olmak üzere f :�→� bir fonksiyon olsun.

(a). Her x ∈� için f (x )≥ 0,

(b). x /∈ A için f (x ) = 0,

(c).

∞∫
−∞

f (x )d x = 1

özellikleri sağlanıyorsa f fonksiyonuna A üzerinde bir olasılık yoğunluk fonksiyonu denir.

A =� ise f :�→� nin bir olasılık yoğunluk fonksiyonu olması için

(a′). Her x ∈� için f (x )≥ 0,

(b′).
∞∫
−∞

f (x )dx = 1

özelliklerinin sağlanması yeterlidir.

(ii). X sürekli bir rassal değişken ve f X bir olasılık yoğunluk fonksiyonu olsun. Her [a ,b ]⊆ A için
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P (X ∈ [a ,b ]) = P(a ≤ X ≤ b ) =

b∫
a

f X (x )dx

özelliği sağlanıyorsa f fonksiyonuna X rassal değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu denir.

(iii). FX (x ) = P(X ≤ x ) =

x∫
−∞

f X (t )d t fonksiyonuna X rassal değişkeninin birikimli dağılım fonksiyonu denir.�

X sürekli rassal değişkeninin birikimli dağılım fonksiyonu aşağıdaki özelliklere sahiptir.

(i). FX artan sürekli bir fonksiyondur.

(ii). lim
x→−∞FX (x ) = 0 ve lim

x→∞FX (x ) = 1 (0≤ FX (x )≤ 1) dir.

(iii). P(X > x ) = 1− FX (x ) dir.

(iv). P(a ≤ X ≤ b ) = FX (b )− FX (a ) dır.

(v). F ′X (x ) = f (x ) dir.
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Tanım.

Bir g :�→� fonksiyonu her x için g (x )≥ 0 özelliğini sağlıyorsa

f (x ) = g (x )/
∞∫
−∞

g (x )dx

şeklinde tanımlanan f fonksiyonu bir olasılık yoğunluk fonksiyonu olur. Bu durumda f fonksiyonuna g fonksi-
yonunun normalleştirilmişi denir.�

Örnek 4.

g (x ) =

�
2x , x ∈ [0,2]
0, x /∈ [0,2]

fonksiyonunun normalleştirilmişini bulalım. Her x için g (x ) ≥ 0 olduğu açıktır. Diğer

yandan
∞∫
−∞

g (x )dx =

2∫
0

2x dx = x 2
���2

0
= 4
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olur.

∞∫
−∞

g (x )dx �= 1 olduğundan g fonksiyonu bir olasılık yoğunluk fonksiyonu değildir. Diğer yandan

f (x ) =

⎧
⎨
⎩

g (x )
4

, x ∈ [0,2]

0, x /∈ [0,2]

olmak üzere her x için f (x )≥ 0 ve
∞∫
−∞

f (x )d x =
1

4

2∫
0

g (x )dx = 1

olduğundan f fonksiyonu bir olasılık yoğunluk fonksiyonudur. (Şekil .? ye bakınız.)
1

2

3

4

1 2 3 4−1−2−3

f

g

x

y
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Örnek 5.

f (x ) =

�
k e−x , x ∈ [0,1]
0, x /∈ [0,1]

fonksiyonunun bir olasılık yoğunluk fonksiyonu olması için k nın ne olması gerektiğini

bulalım. Her x ∈� için e−x > 0 olduğundan f (x )≥ 0 olması için k ≥ 0 olması gerekir. Diğer yandan
∞∫
−∞

f (x )dx =

1∫
0

f (x )d x =

1∫
0

k e−x dx =−k e−x
���1

0
= k

�
1− 1

e

�
=

k (e −1)
e

olur. Böylece

1∫
0

f (x )d x = 1 olması için
k (e −1)

e
= 1 yani k =

e

e −1
olması gerekir. Böylece

f (x ) =

⎧
⎨
⎩

e 1−x

e −1
, x ∈ [0,1]

0, x /∈ [0,1]

olur. (Şekil .? ye bakınız.)
x

y

1

2

3

4

−1
1 2 3 4−1−2−3−4

e
e−1
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Tanım (Üstel Dağılım)

λ> 0 sabit bir reel sayı olmak üzere x ≥ 0 için

f (x ) =

�
λe−λx , x ≥ 0

0, x < 0

şeklindeki bir olasılık yoğunluk fonksiyonuna üstel dağılım (üstel olasılık yoğunluk fonksiyonu) denir.�

Tanım (Normal Dağılım)

σ> 0 ve μ∈� olmak üzere her x ∈� için

f (x ) =
1

σ
�

2π
e−
(x−μ)2

2σ2

şeklindeki bir olasılık yoğunluk fonksiyonuna normal dağılım (normal olasılık yoğunluk fonksiyonu) denir.
Burada μ reel sayısına aritmetik ortalama, σ2 sayısına varyans ve σ sayısına standart sapma denir. μ= 0
ve σ= 1 ise

f (x ) =
1

σ
�

2π
e−
(x−μ)2

2σ2 =
1�
2π

e−
x 2

2

normal dağılım fonksiyonuna standart normal dağılım (standart normal yoğunluk fonksiyonu) denir.�
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Normal dağılımın birikimli dağılım fonksiyonunu bulmak mümkün olmadığından normal dağılım ile ilgili belirli
integraller bilgisayar yardımı ile yaklaşık olarak hesaplanır. Şekil .? da bir normal dağılım fonksiyonunun grafiği
görünmektedir. Normal dağılım fonksiyonu aşağıdaki özelliklere sahiptir.

(i). x =μ noktasında f maksimum değerini alır.

(ii). x =μ doğrusuna göre f nin grafiği simetriktir.

(iii). x =μ−σ ve x =μ+σ noktaları f nin büküm noktalarıdır.

(iv). (μ−σ,μ+σ) aralığı üzerinde f konkavdır.

(v). (−∞,μ−σ) ve (μ+σ,∞) aralıkları üzerinde f konveksdir.

x

y

μ−σ μ+σμ
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Örnek (Cauchy Dağılımı) 6.

f (x ) =
1

π

1

1+(x −u )2
fonksiyonunun olasılık yoğunluk fonksiyonu olduğunu gösterelim. Her x ∈ � için f (x ) ≥ 0

olduğu açıktır. Diğer yandan
∞∫
−∞

f (x )dx =
1

π

∞∫
−∞

1

1+(x −u )2
dx =

1

π
lim
t→∞arctan(x −u )− 1

π
lim

t→−∞arctan(x −u ) =
1

π

π

2
− 1

π

�
−π

2

�
= 1

olur. Şekil .? e bakınız.

Örnek 7.

f (x ) =

⎧
⎨
⎩

1

b −a
, x ∈ [a ,b ]

0, x /∈ [a ,b ]
olmak üzere FX dağılım fonksiyonunu kullanarak

1 2 3 4−1−2−3

1
π

1
2π

x

y
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(a). x ≤ b için X in olasılığını bulalım.

(b). a ≤ x için X in olasılığını bulalım.

(c). d = a +
b −a

2
olmak üzere a ≤ x ≤ d için X in olasılığını bulalım. Önce birikimli dağılım fonksiyonunu

bulalım. a < x ≤ b için
x∫
a

f (t )d t =

x∫
a

f (t )d t =

x∫
a

1

b −a
d t =

1

b −a
t
���x

a
=

x −a

b −a

dir. x /∈ [a ,b ] için f (x ) = 0 ve FX sürekli olduğundan

FX (x ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, x < a
x −a

b −a
, a ≤ x ≤ b

1, x > b

olur. Şekil .? e bakınız. Buna göre

f

ba x

y

x

y

FX

ba
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(a).

P(X ≤ b ) = FX (b ) =
b −a

b −a
= 1

olur.

(b).

P(a ≤ X ) = 1−P(X ≤ a ) = 1− FX (a ) = 1− a −a

b −a
= 1

olur.

(c).

P (a ≤ X ≤ d ) = FX (d )− FX (a ) =
d −a

b −a
− a −a

b −a
=

1

b −a

�
a +

b −a

2
−a

�
=

1

b −a

�
b −a

2

�
=

1

2
olur.
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Aritmetik Ortalama ,Varyans, Mod ve Medyan

X , olasılık yoğunluk fonksiyonu f X olan sürekli bir rassal değişken ve g sürekli bir fonksiyon olsun.

(i).

∞∫
−∞

x f X (x )dx değerine X sürekli rassal değişkeninin aritmetik ortalaması veya beklenen değeri denir

ve genellikle E (X ) veya μ ile gösterilir.

(ii).

∞∫
−∞
(x −μ)2 f X (x )dx değerine X in varyansı denir ve genellikle σ2 veya V a r (X ) şeklinde gösterilir. Yani

Var(X ) =σ2 = E
�
(X −μ)2	= ∞∫

−∞
(x −μ)2 f (x )dx

değerine X in varyansı denir. Varyansın pozitif karakökü standart sapma olarak tanımlanır ve σ ile gösterilir.

Yani σ=

√√√√√
∞∫
−∞
(x − E (X ))2 f (x )dx dir.
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(iii). f fonksiyonunun tek bir maksimumu varsa ve f maksimum değerini x0 noktasında alıyorsa x0 noktasına
mod denir. Yani f (x0) =max f (x ) özelliğini sağlayan x0 noktasına mod denir.

(iv).

m∫
−∞

f (x )dx =
1

2
=

∞∫
m

f (x )d x özelliğini sağlayan m değerine X in medyanı (orta değeri) denir.�

Not. Varyans aşağıdaki şekilde de hesaplanabilir.

Var(X ) = σ2 =

∞∫
−∞
(x −μ)2 f (x )dx =

∞∫
−∞
(x 2+μ2−2xμ) f (x )dx

=

∞∫
−∞

x 2 f (x )dx +μ2

∞∫
−∞

f (x )dx −2μ

∞∫
−∞

x f (x )dx =

∞∫
−∞

x 2 f (x )dx +μ2−2μ2

=

∞∫
−∞

x 2 f (x )dx + E (x )2−2E (x )2=

∞∫
−∞

x 2 f (x )dx − E (x )2
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olur. Bu durumda E (x 2) =

∞∫
−∞

x 2 f (x )dx denilirse

Var(X ) =σ2 = E
�

x 2
	− E (x )2

olur.�

Not.

(i). X sürekli bir rassal değişken olmak üzere a ≤ X ≤ b için P(a ≤ X ≤ b ) değerinin E (X ) e yeterince yakın
olması beklenemez. Diğer yandan [a ,b ] aralığı yeterince büyütülerek P(a ≤ X ≤ b ) değeri E (X ) e istenildiği kadar
yakın tutulabilir.

(ii). x =m doğrusu f fonksiyonunun grafiği ve x -ekseni arasında kalan bölgeyi alanları eşit iki bölgeye böler.

(iii). f fonksiyonu simetrik ise
aritmetik ortalama=mod=medyan

yani μ=m olur.

(iv). Kabaca medyan X in rassal değişkeninin en fazla karşılaşılan değeridir.�
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Örnek 8.

X rassal değişkeni bir telofon görüşmesinin süresini göstermek üzere bir telefon şirketi bir görüşmenin olasılık

yoğunluk fonksiyonunun f (x ) =

�
3e−3x , x ≥ 0

0, x < 0
olduğunu tespit etmiştir. Buna göre

(a). Görüşmenin 6 dakikadan az olma olasılığını,

(b). Görüşmenin 6 dakikadan fazla olma olasılığını,

(c). Görüşmenin 5 ile 15 dakika arasında olma olasılığını

bulalım. Önce f nin birikimli dağılım fonksiyonunu bulalım. x � 0 için
x∫
0

f (t )d t =

x∫
0

3e−3x d t = 1− e−3x

olur. FX in sürekli olduğu göz önüne alınırsa
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F (x ) =

�
1− e−3x , x ≥ 0

0, x < 0

olur. Buna göre

(a). P(X ≤ 6) = F (6) = 1− e−3×6 = 1− e−18 olur.

(b). P(X ≥ 6) = 1− F (6) = 1− (1− e−18) = e−18 olur.

(c). P(5≤ X ≤ 15) = F (15)− F (5) = (1− e−3×15)− (1− e−3×5) = (e−15− e−45) olur.
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Örnek 9.

10 metre uzunluğunda bir halat iki ucundan zıt yönde çekildiğinde

(a). Halatın 0. ve 2. metreler arasından kopma olasılığını bulalım,

(b). Halatın 2. ve 4. metreler arasından kopma olasılığını bulalım,

(c). Halatın 8. ve 10. metreler arasından kopma olasılığını bulalım,

(d). Halatın 7. ve 10. metreler arasından kopma olasılığını bulalım.

X rassal değişkeni halatın kopma noktası olsun. Bu durumda X , [0,10] aralığında değerler alır. Halatın her
noktadaki kopma olasılığı aynı olduğundan X in olasılık yoğunluk fonksiyonu

f X (x ) =

⎧
⎨
⎩

1

10
, x ∈ [0,10]

0, x /∈ [0,10]

şeklinde tanımlı f X :�→� fonksiyonudur. Önce f nin birikimli dağılım fonksiyonunu bulalım. x ∈ [0,10] için
x∫
0

1

10
d t =

1

10
t
���x

0
=

x

10
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olur. FX in sürekli olduğu göz önüne alınırsa

F (x ) =

⎧
⎨
⎩

0, x < 0
x

10
, x ∈ [0,10]

1, x > 10

olur. Buna göre

(a). P(0≤ X ≤ 2) = F (2)− F (0) =
2

10
− 0

10
=

1

5
olur.

(b). P(2≤ X ≤ 4) = F (4)− F (2) =
4

10
− 2

10
=

1

5
olur.

(c). P(8≤ X ≤ 10) = F (10)− F (8) =
10

10
− 8

10
=

1

5
olur.

(d). P(7≤ X ≤ 10) = F (10)− F (7) =
10

10
− 7

10
=

3

10
olur.
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