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Parametrik Eğrilerin Yay Uzunluğu
f , g : [a ,b ]→� sürekli türevi olan iki fonksiyon olmak üzere her t ∈ [a ,b ] için f ′(t ) �= 0 veya g ′(t ) �= 0 olsun.

x = f (t ), y = g (t )

parametrik denkleminin eğrisi C ve t , a dan b ye değişirken eğri tekrar etmesin. Her t ∈ [a ,b ] için f ′(t )> 0 olduğunu varsayalım.

P = {a = t0, t1, t2, · · · , ti−1, ti , ti+1, · · · , tn−1, tn = b},
[a ,b ] aralığınının bir bölüntüsü ve �ti = ti − ti−1 olsun.
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C eğrisinin yay uzunluğunu bulalım. C eğrisinin x = f (ti−1) ve x = f (ti ) doğruları arasında kalan yay uzunluğunu �l i ile gösterelim.
Şekle bakınız. Bu durumda
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dir. Ortalama değer teoremi gereğince her i = 1, 2, · · · , n için
f (ti )− f (ti−1)

Δti
= f ′(t ′i ) ve

g (ti )− g (ti−1)
Δt

= g ′(t ′′i )

olacak şekilde t ′i , t ′′i ∈ (ti−1, ti ) vardır.Bu durumda

�l i
∼=Δsi =Δti
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olur.

Böylece

L ∼=
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i=1

Δsi =
n∑

i=1

Δti

�	
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2
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2

olur. Bu durumda

lim‖P‖→0
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�
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olduğundan
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olur.
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Örnek 1
a �= 0 olmak üzere x = a cost , y = a sint (0≤ t ≤ 2π) parametrik denklemiyle verilen çemberin yay uzunluğunu bulalım.

a x

y

Her t ∈ [0, 2π] için f ′(t ) =−a sin t ve g ′(t ) = a cost olduğundan

L =

2π∫
0

�
(−a sin t )2+(a cost )2 d t =

2π∫
0

�
a 2 sin2 t +a 2 cos2 t d t =

�
a 2

2π∫
0

d t = |a | t
���2π
0
= 2π |a |

olur.
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Örnek 2
a �= 0 olmak üzere x = e a t cos t , y = e a t sin t (0≤ t ≤ 2π) parametrik denklemiyle verilen eğrinin yay uzunluğunu bulalım. Bekleyiniz.
Herşey otomatik olarak gelecek.

x

y
e
π
2

a
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Her t ∈ [0, 2π] için f ′(t ) = e a t (a cost − sin t ) ve g ′(t ) = e a t (a sint + cos t ) olduğundan

L =

2π∫
0

�
(e a t (a cost − sin t ))2+(e a t (a sint + cos t ))2 d t =

2π∫
0

�
e 2a t (a cost − sin t )2+ e 2a t (a sin t + cost )2 d t

=

2π∫
0

e a t
�

a 2
	

cos2 t + sin2 t


+
	

sin2 t + cos2 t



d t =
�

a 2+1

2π∫
0

e a t d t =
�

a 2+1
e a t

a

���2π
0
=

�
a 2+1

a

	
e 2πa −1




olur.
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