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Bir reel sayı dizisi reel sayıların sıralanmış bir kümesidir. Bir reel sayı dizisinin terimlerinin toplamına bir anlam
kazandırıldığından bu toplama bir seri denir. Diziler ve seriler matematiksel analizin en temel kavramlarındandır.
Diziler ve seriler bundan sonraki bölümlerde ele alınacak olan fonksiyonlarda limit, süreklilik ve türev kavramları ve
integral hesaba temel oluşturacaktır. Bu bölümde dizi ve seri kavramları tanıtılacak ve bunlara ilişkin yakınsaklık
kriterleri verilecektir.
Reel sayıların x1,x2, . . . ,xn , . . . dizisini göz önüne alalım. Yeterince büyük n ∈� ler için xn lerin bir x0 ∈� sayısına
istenildiği kadar yakın tutulup tutulamaması önemlidir. Örneğin

1,−1,1,−1,1, . . . ,1,−1, . . .

dizisini göz önüne alalım. Yeterince büyük n ∈� ler için xn ler hiç bir reel x0 ∈� sayısına istenildiği kadar yakın

tutulamaz. Diğer yandan 1,
1

2
,

1

3
, . . . ,

1

n
, . . . dizisi için n ∈ � ler yeterince büyük tutularak xn ler 0 ∈ � sayısına

istenildiği kadar yakın tutulabilir. Bu durumda 1,
1

2
,

1

3
, . . . ,

1

n
, . . . dizisinin limiti 0 dır deriz.

Diziler

Tanım 1 A ⊆� olsun.

(i). Doğal sayılar kümesinden A kümesine tanımlanan her fonksiyona A da (A içinde) bir dizi denir. Buna göre
bir dizi
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f :�−→A

şeklinde bir fonksiyondur. n doğal sayısına f (n ) = xn reel sayısı karşılık geliyorsa, xn sayısına dizinin genel
terimi denir. Genel terimi f (n ) = xn olan bir dizi

(xn ) veya x1,x2, . . . ,xn , . . .

şeklinde gösterilir. n ∈� için xn ye (xn ) dizisinin n .terimi denir. A =� ise (xn ) dizisine � de bir dizi veya reel
sayı dizisi denir.

(ii). Her n ∈� için xn = x olacak şekilde bir x ∈� sayısı varsa (xn ) dizisine x değerli sabit dizi denir.
(iii). (xn ) bir dizi olsun. Her n ∈� için xn+1−xn = a olacak şekilde bir a ∈� ve a �= 0 sayısı varsa (xn ) dizisine

aritmetik dizi denir.
(iv). (xn ) bir dizi olsun. Her n ∈ � için xn+1 = r xn olacak şekilde bir r ∈ � ve r �= 1 sayısı varsa (xn ) dizisine

geometrik dizi denir.
(v). (xn ) bir dizi olsun. Her n ∈� için a n ≥ 0 olmak üzere xn = (−1)n a n veya xn = (−1)n+1a n şeklinde ise yani

(xn ) dizisi
a 1,−a 2,a 3,−a 4, · · · veya −a 1,a 2,−a 3,a 4, · · ·

formundaysa (xn ) dizisine alterne dizi denir.�
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Örnek 1 3,6,12,24,48, · · · dizisinin genel terimini bulalım.

Çözüm. xn+1 = 2xn (r = 2) olduğundan bu dizi bir geometrik dizidir. Bu durumda x1 = 3 ve xn+1 = 2xn

olduğundan
x1 = 3 = 1×3 = 1x1 = 20x1

x2 = 6 = 2×3 = 2x1 = 21x1

x3 = 12 = 4×3 = 4x1 = 22x1

x4 = 24 = 8×3 = 8x1 = 23x1

x5 = 48 = 16×3 = 16x1 = 24x1
...

... · · · ... · · · × · · · ... · · · ... · · ·
xn = 2n−1×3 = 2n−1×3 = 2n−1x1 = 2n−1x1

olur.
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Dizilerin Yakınsaklığı

Tanım 2 ε > 0 olmak üzere
(a − ε,a + ε) = {x ∈� : |x −a |< ε}

aralığına a nın ε- komşuluğu ve

(a − ε,a + ε)\{a}= (a − ε,a )∪ (a ,a + ε) = {x ∈� : 0< |x −a |< ε}
kümesine de a nın delinmiş ε- komşuluğu denir. ( Şekil .? e bakınız.)�

Tanım 3 Bir (xn ) dizisi ve bir x0 sayısı verilsin. Her ε > 0 sayısına karşılık n ≥ n 0 olduğunda

|xn −x0|< ε
olacak şekilde bir n 0 ∈� sayısı varsa (xn ) dizisine x0 sayısına yakınsıyor denir. Bu durumda (xn ) dizisine yakınsak
ve x0 sayısına da (xn ) dizisinin limiti denir. Bu durum

lim
n→∞xn = x0 veya n→∞ için xn → x0 veya kısaca xn → x0

şeklinde ifade edilir. (Şekil .? ye bakınız.)�
x

x1, x2, x3, · · · · · · ,xn 0 , xn 0+1, xn 0+2, xn 0+3, xn 0+4, · · · · · · x0

xnx3 x2 x1

x0 x0+ εx0− ε

a − ε a + εa � a − ε a + εa �
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Önerme 1 Yakınsak bir (xn ) dizisinin limiti tektir.

Örnek 2
�

1

n

�
dizisinin limitinin 0 olduğunu gösterelim.

Çözüm. ε > 0 verilsin. Herhangi bir n ∈� için���� 1n −0

����=
���� 1n
����= 1

n

olur. Bu durumda
1

n
< ε olması için

1

ε
< n olmalıdır. Dolayısıyla

1

ε
< n 0 özelliğinde bir n 0 doğal sayısı seçilirse

n ≥ n 0 olduğunda
1

n
≤ 1

n 0
< ε

olur. Bu durumda n ≥ n 0 olduğunda ���� 1n −0

����=
���� 1n
����= 1

n
≤ 1

n 0
< ε

olur. O halde verilen her ε > 0 için bir n 0 doğal sayısı n ≥ n 0 özelliğindeki her n ∈ � için
���� 1n −0

���� < ε olacak

şekilde vardır. Tanım gereğince
�

1

n

�
dizisinin limitinin 0 dır. (Şekil .? ye bakınız.)

x

x1, x2, x3, · · · · · · ,xn 0 , xn 0+1, xn 0+2, xn 0+3, xn 0+4, · · · · · · 0

n ≥ n 0 için

0 ε−ε

xn
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Örnek 3 Genel terimi
xn =

2n 2−1

3n 2−49
olan dizinin limitinin 0 olmadığını gösterelim.

Çözüm. ���� 2n 2−1

3n 2−49
−0

����=
��2n 2−1
����3n 2−49
��

olup, n ≥ 5 için
��3n 2−49
��= 3n 2−49 ve

��2n 2−1
��= 2n 2−1 dir. n ≥ 5 için���� 2n 2−1

3n 2−49
−0

����= 2n 2−1

3n 2−49
>

2

3

dür. Böylece ε =
1

3
için bir n 0 ∈� sayısı n ≥ n 0 özelliğindeki her n 0 ∈� için���� 2n 2−1

3n 2−49
−0

����< 1

3

olacak şekilde yoktur. O halde 0 sayısı verilen dizinin limiti değildir. (Şekil .? ye bakınız.)

x

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9, · · · · · ·

0 1

−

1
3

1
3

2
3

xn
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Tanım 4 (xn ) bir dizi olsun. Her n ∈� için |xn | ≤M olacak şekilde bir M reel sayısı varsa (xn ) dizisine sınırlı
dizi denir. �

Örnek 4 Genel terimleri

(a). xn =
n 2

3n 2+2
(b). yn = (−1)n

3n

n 2+3
sin(n )

olarak verilen dizilerin sınırlı olup olmadıklarını kontrol edelim.

Çözüm.

(a). Her n ∈� için
n 2

3n 2+2
≤ n 2

3n 2
≤ 1

3
olduğundan (xn ) dizisi sınırlıdır.

(b). Her n ∈� için |sin(n )| ≤ 1 olduğu hesaba katılırsa

|yn |= ��(−1)n
�� 3n

n 2+3
|sin(n )| ≤ 3n

n 2+3
<

3n

n 2
<

3

n
< 3

olduğundan
�

yn
�

dizisi sınırlıdır.
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Teorem 1 Yakınsak her (xn ) dizisi sınırlıdır.

Uyarı 1 Bir dizinin sınırlı olması dizinin yakınsaklığını garanti etmez. Ancak sınırsız bir dizi yakınsak olamaz.

Örnek 5 Her n ∈� için xn = (−1)n şeklinde tanımlı (xn ) dizisinin sınırlı fakat yakınsak olmadığını gösterelim.

Çözüm. Her n ∈ � için |xn | ≤ 1 olduğundan (xn ) dizisi sınırlıdır. Şimdi (xn ) dizisinin yakınsak olmadığını

gösterelim. ε =
1

3
ve n 0 ∈� olsun. Bu durumda 2n 0 ≥ n 0 olduğundan��x2n 0 − (−1)

��= |1+1|= 2> ε

dur. Bu durumda n ≥ n 0 özelliğindeki her n ∈ � için |xn − (−1)| < ε olacak şekilde bir n 0 ∈ � yoktur. Böylece
−1 sayısı (xn ) dizisinin limiti olamaz. Benzer şekilde 1 sayısın (xn ) dizisinin limiti olamayacağı gösterilir. x0 �=−1

ve x0 �= 1 olmak üzere x0 ∈� ve ε =
|x0−1|

3
olsun. Bu durumda n 0 ∈� ise 2n 0 ≥ n 0 olduğundan��x2n 0 −x0

��= |1−x0|= 3ε > ε

dur. Bu durumda n ≥ n 0 özelliğindeki her n ∈� için |xn − x0|< ε olacak şekilde bir n 0 ∈ � yoktur. Böylece x0

da (xn ) dizisinin limiti olamaz. O halde (xn ) dizisi yakınsak değildir.
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Dizilerin Limitleri ile İlgili Temel Özellikler

Teorem 2 lim
n→∞xn = x0, lim

n→∞yn = y0 ve c ∈� olsun. Bu durumda

(i). Toplam Kuralı: lim
n→∞
�
xn + yn
�
= x0+ y0 dır.

(ii). Çarpım Kuralı: lim
n→∞(xn yn ) = x0y0 dır.

(iii). Skalerle Çarpım Kuralı: lim
n→∞(cxn ) = cx0 dır.

(iv). Bölüm Kuralı: lim
n→∞

xn

yn
=

x0

y0
(yn �= 0,y0 �= 0) dır.

(v). Her n için xn ≤ yn ise lim
n→∞xn ≤ lim

n→∞yn dır.

Teorem 3 (Diziler İçin Sandviç Kuralı) Her n ∈� için xn ≤ yn ≤ z n olsun. lim
n→∞xn = y0 = lim

n→∞z n ise

lim
n→∞yn = y0

dır.
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Örnek 6 lim
n→∞
(−1)n

n 2
= 0 olduğunu gösterelim.

Çözüm. Her n ∈� için −1

n 2
≤ (−1)n

n 2
≤ 1

n 2

dir. Bu durumda çarpım ve skalerle çarpım kuralı gereğince

lim
n→∞

�−1

n 2

�
= 0 ve lim

n→∞
1

n 2
= 0

olduğundan sandviç kuralı gereğince

lim
n→∞
(−1)n

n 2
= 0

olur.

Örnek 7 Genel terimleri

(a). xn =
1

n
cos
�nπ

2

�
, (b). yn = n

�
1+(−1)n
�

olarak verilen dizilerin limitlerini araştıralım.
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Çözüm.

(a). Her n ∈� için

− 1

n
≤ 1

n
cos
�nπ

2

�
≤ 1

n
ve lim

n→∞

�
− 1

n

�
= lim

n→∞
1

n
= 0

olduğundan sandiviç kuralı gereğince lim
n→∞xn = 0 dır.

(b).

yn = n
	

1+(−1)n


=

�
2n , n çift
0, n tek

olduğundan (xn ) dizisi sınırlı değildir. Böylece (yn ) dizisi yakınsak olamaz.
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Sıfır Dizileri

Tanım 5 lim
n→∞xn = 0 ise (xn ) dizisine bir sıfır dizisi denir. �

Teorem 2 gereğince (xn ) ve (yn ) dizileri birer sıfır dizisi ise (xn + yn ), (xn yn ) ve her c ∈ � için (cxn ) dizileri de
birer sıfır dizisidir.

Teorem 4 Bir (xn ) dizisinin sıfır dizisi olması için gerek ve yeter şart (|xn |) dizisinin bir sıfır dizisi olmasıdır.

Teorem 5 (Kuvvet Kuralı) Her n ∈� için xn ≥ 0 olmak üzere (xn ) bir sıfır dizisi ve p > 0 bir reel sayı olsun.
Bu durumda
�

x p
n


dizisi bir sıfır dizisidir.

Örnek 8 p > 0 ise
�

1

n p

�
dizisinin sıfır dizisi olduğunu gösterelim.

Çözüm. Örnek 2 gereğince
�

1

n

�
dizisi sıfır dizisi olduğundan kuvvet kuralı gereğince p > 0 için

�
1

n p

�
dizisi

sıfır dizisidir.

Teorem 6 |x |< 1 ise lim
n→∞x n = 0 dır. Yani (x n ) dizisi bir sıfır dizisidir.
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Teorem 7 p > 0 ve |x |< 1 ise lim
n→∞ (n

p x n ) = 0 dır. Yani (n p x n ) bir sıfır dizisidir.

Teorem 8 Her x ∈� için lim
n→∞

x n

n !
= 0 dır. Yani
�

x n

n !

�
bir sıfır dizisidir.

Teorem 9 p > 0 ise lim
n→∞

n p

n !
= 0 dır. Yani
�

n p

n !

�
bir sıfır dizisidir.

Örnek 9 Her n ∈� için xn = yn +x ve lim
n→∞yn = 0 ise lim

n→∞xn = x olduğunu gösterelim.

Çözüm. Her n ∈� için xn = yn +x olduğundan xn− yn = x dır. Böylece

x = lim
n→∞
�
xn − yn
�
= lim

n→∞xn − lim
n→∞yn = lim

n→∞xn

olur.

Örnek 10 lim
n→∞

�
n

1
n

�
= 1 olduğunu gösterelim.
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Çözüm. Her n ∈� için n
1
n > 1 olduğundan n

1
n = 1+xn olacak şekilde bir xn > 0 vardır. n

1
n = 1+xn eşitliğinin

her iki yanının n . kuvvetini alırsak n = (1+xn )n olur. Binom teoremi gereğince

n = (1+xn )
n = 1+nxn +

n (n −1)
2

x 2
n + · · ·+x n

n > 1+
n (n −1)

2
x 2

n

ve buradan
n −1>

n (n −1)
2

x 2
n

elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki tarafını n > 1 için (n −1) ile bölersek

1>
n

2
x 2

n

bulunur. Böylece
2

n
> x 2

n veya
�

2

n
> xn > 0 elde edilir. lim

n→∞

�
2

n
= 0 olduğundan sandiviç kuralı gereğince

lim
n→∞xn = 0 olur. Örnek 9 gereğince

lim
n→∞
�

n
1
n

�
= 1+ lim

n→∞xn = 1

olur.

Örnek 11 x > 0 özelliğindeki her x ∈� için lim
n→∞x

1
n = 1 olduğunu gösterelim.
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Çözüm. Bernoulli eşitsizliği gereğince y > 0 için�
1+

y

n

�n ≥ 1+n
�y

n

�
= 1+ y

dir. y > 0 olduğundan
1+

y

n
≥ (1+ y )

1
n

elde edilir. Şimdi lim
n→∞x

1
n = 1 olduğunu gösterelim.

(i). x = 1 ise lim
n→∞x

1
n = lim

n→∞1
1
n = 1 dir.

(ii). x > 1 olsun. Bu durumda x = 1+ y olacak şekilde bir y > 0 vardır. Böylece her n ∈� için

1≤ x
1
n = (1+ y )

1
n ≤ 1+

y

n

olur. lim
n→∞
�

1+
y

n

�
= 1 olduğundan sandiviç kuralı gereğince lim

n→∞x
1
n = 1 elde edilir.
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(iii). 0< x < 1 olsun. Bu durumda
1

x
> 1 dir. (ii) gereğince

lim
n→∞

�
1

x

� 1
n

= lim
n→∞

1

x
1
n

= 1

ve böylece lim
n→∞x

1
n = 1 elde edilir.

Iraksak Diziler

Yakınsak olmayan bir diziye ıraksak dizi denir. Örneğin ((−1)n ) ve (n ) dizileri yakınsak olmadıklarından bu diziler
ıraksaktır. Sınırlı olmayan (n ) dizisi ıraksak olmasına rağmen sınırlı olan ((−1)n ) dizisinden farklı davranmaktadır.

Not 1 ∞ ve −∞ sembollerine de dizilerin limiti olarak izin vermek bir çok yararlar sağlar. Şimdi kısaca bunları
tanımlayalım. �

Tanım 6 Her K > 0 reel sayısı için n ≥ n 0 olduğunda

xn > K

olacak şekilde bir n 0 ∈� sayısı varsa (xn ) dizisine ∞ a ıraksıyor veya (xn ) dizisinin limiti ∞ dur denir. Bu
durum
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lim
n→∞xn =∞ veya n→∞ için xn →∞ veya kısaca xn →∞

şeklinde ifade edilir. Benzer şekilde, her K < 0 reel sayısı için n ≥ n 0 olduğunda

xn < K

olacak şekilde bir n 0 ∈� sayısı varsa (xn ) dizisine −∞ a ıraksıyor veya (xn ) dizisinin limti −∞ dur denir.
Bu durum

lim
n→∞xn =−∞ veya n→∞ için xn →−∞veya kısaca xn →−∞

şeklinde ifade edilir. �

Örnek 12 Genel terimi xn = 2n olan dizi için lim
n→∞xn =∞ olduğunu gösterelim.

Çözüm. K > 0 bir reel sayı olsun. K < 2n 0 olacak şekilde bir n 0 ∈� seçelim. Bu durumda n ≥ n 0 özelliğindeki
her n ∈� için K < 2n 0 ≤ 2n dir. Böylece lim

n→∞xn =∞ dur.
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Teorem 10 lim
n→∞xn =∞ ve lim

n→∞yn =∞ olsun. Bu durumda

(i). Toplam Kuralı: lim
n→∞
�
xn + yn
�
=∞ dur.

(ii). Çarpım Kuralı: lim
n→∞ (xn yn ) = ∞ dur.

(iii). Skalerle Çarpım Kuralı: c > 0 ise lim
n→∞(cxn ) =∞ ve c < 0 ise lim

n→∞(cxn ) =−∞ dur.

Teorem 11 lim
n→∞xn =−∞ ve lim

n→∞yn =−∞ olsun. Bu durumda

(i). Toplam Kuralı: lim
n→∞
�
xn + yn
�
=−∞ dur.

(ii). Çarpım Kuralı: lim
n→∞(xn yn ) = ∞ dur.

(iii). Skalerle Çarpım Kuralı: c > 0 ise lim
n→∞(cxn ) =−∞ ve c < 0 ise lim

n→∞(cxn ) =∞ dur.

Not 2 Her n için xn �= 0 ve lim
n→∞xn =−∞ veya lim

n→∞xn =∞ ise lim
n→∞

1

xn
= 0 olduğu açıktır. Bunun tersi her zaman

doğru değildir.
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Örnek 13 Her n ∈� için xn = (−1)n n olmak üzere (xn ) dizisi verilsin. lim
n→∞

1

xn
= 0 olmasına rağmen (xn ) dizisi

için lim
n→∞xn =∞ veya lim

n→∞xn =−∞ değildir.

Teorem 12 Her n ∈� için xn �= 0 olmak üzere (xn ) bir dizi ve n ≥ n 0 özelliğindeki her n ∈� için xn > 0 olacak

şekilde bir n 0 ∈� olsun. Bu durumda lim
n→∞

1

xn
= 0 ise lim

n→∞xn =∞ dur.

Sonuç 1 Her n ∈ � için xn �= 0 olmak üzere (xn ) bir dizi ve n ≥ n 0 özelliğindeki her n ∈ � için xn < 0 olacak

şekilde bir n 0 ∈� olsun. Bu durumda lim
n→∞

1

xn
= 0 ise lim

n→∞xn =−∞ dur.

Örnek 14 Genel terimleri

(a). xn =
�

2n +3−�n −1 (b). xn = n 2
�

n −�n 2+1
�

(c). xn =

�
n 2+1+

�
n�

n 3+n
� 1

4 −�n

olarak verilen dizilerin yakınsak olup olmadıklarını inceleyelim.
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Çözüm.

(a). Her n ∈� için

xn =
�

2n +3−�n −1=

�
n

�
2+

3

n

�
−
�

n

�
1− 1

n

�
=
�

n

��
2+

3

n
−
�

1− 1

n

�
ve

lim
n→∞

��
2+

3

n
−
�

1− 1

n

�
= lim

n→∞

�
2+

3

n
− lim

n→∞

�
1− 1

n
=
�

2−1

olduğu göz önüne alınırsa
lim
n→∞xn =∞

olup dizi yakınsak değildir.
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(b). Her n ∈� için

xn =
n 2
�

n −�n 2+1
��

n +
�

n 2+1
�

n +
�

n 2+1
=

n 2(n 2− (n 2+1))

n +

�
n 2

�
1+

1

n 2

� = −n 2

n +n

�
1+

1

n 2

=
−n

1+

�
1+

1

n 2

ve
lim
n→∞

1

1+

�
1+

1

n 2

=
1

2

olduğu göz önüne alınırsa
lim
n→∞xn =−∞

olup dizi yakınsak değildir.
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(c). Pay ve payda n nin en yüksek dereceli teriminin parantezlerine alınarak, verilen dizinin genel terimi

xn =

�
n 2+1+

�
n�

n 3+n
�1

4 −�n
=

n

��
1+

1

n 2
+

�
1

n

�

n
3
4

⎛⎜⎝�1+ 1

n 2

� 1
4 −
�

1

n

� 1
4

⎞⎟⎠
= n

1
4

�
1+

1

n 2
+

�
1

n�
1+

1

n 2

� 1
4 −
�

1

n

� 1
4

şeklinde yazılabilir. Buradan
lim
n→∞xn =∞

bulunur. O halde dizi yakınsak değildir.
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Yığılma Noktaları ve Alt Diziler

Tanım 7 (xn ) bir dizi ve x0 ∈� olsun. Her ε > 0 ve her n 0 ∈� için

n ≥ n 0 ve |xn −x0|< ε
olacak şekilde bir n 0 ∈� sayısı varsa x0 a (xn ) dizisinin bir yığılma noktası denir. �

Örnek 15 Her n ∈� için xn = (−1)n şeklinde tanımlı (xn ) dizisi verilsin. −1 ve 1 in (xn ) dizisinin birer yığılma
noktası olduklarını gösterelim.

Çözüm. ε > 0 ve n 0 ∈� verilsin.

(i). 2n 0 ≥ n 0 ve
��x2n 0 −1
��= |1−1|= 0< ε olduğundan 1, (xn ) dizisinin yığılma noktasıdır.

(ii). 2n 0+1≥ n 0 ve
��x2n 0+1− (−1)
��= |−1+1|= 0< ε olduğundan −1, (xn ) dizisinin yığılma noktasıdır.

Tanım 8 Bir (xn ) dizisinin bazı elemanları atılarak, fakat geri kalanların sırası korunarak elde edilen�
xn i

�
=
�

yi
�

dizisine (xn ) dizisinin bir alt dizisi denir. Yani n 1 < n 2 < n 3 < . . . şeklinde doğal sayılar var ve i = 1,2,3, . . . için
xn i = yi oluyorsa,

�
yi
�

dizisine (xn ) dizisinin bir alt dizisi denir. �
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Teorem 13 (xn ) bir dizi ve x ∈ � olsun. x in (xn ) dizisinin bir yığılma noktası olması için gerek ve yeter şart
(xn ) dizisinin x e yakınsayan bir alt dizisinin olmasıdır.

Teorem 14 (xn ) bir dizi ve
�
xn k

�
bu dizinin bir alt dizisi olsun. Bu durumda

(i). lim
n→∞xn = x ise lim

n k→∞xn k = x dir.

(ii). lim
n→∞xn =∞ ise lim

n k→∞xn k =∞ dur.

(iii). lim
n→∞xn =−∞ ise lim

n k→∞xn k =−∞ dur.

Not 3 Teorem 14(i) gereğince (xn ) dizisinin farklı noktalara yakınsayan alt dizileri varsa (xn ) dizisi yakınsak
olamaz. �
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Örnek 16 Genel terimi xn = (−1)n
n +2

2n +3
şeklinde tanımlı (xn ) dizisinin yakınsak olmadığını gösterelim.

Çözüm. (x2n ) ve (x2n+1) dizileri (xn ) dizisinin iki alt dizisidir. Üstelik,

lim
n→∞x2n = lim

n→∞

�
(−1)2n 2n +2

2(2n )+3

�
= lim

n→∞
2n +2

4n +3
=

1

2
ve

lim
n→∞x2n+1 = lim

n→∞

�
(−1)2n+1 (2n +1)+2

2(2n +1)+3

�
= lim

n→∞

�
−2n +3

4n +5

�
=− lim

n→∞
2n +3

4n +5
=−1

2
olduğundan (xn ) dizisi yakınsak olamaz.

Örnek 17 xn = cos(nπ) şeklinde tanımlı (xn ) dizisinin yakınsak olmadığını gösterelim.

Çözüm. (x2n ) ve (x2n+1) dizileri (xn ) dizisinin iki alt dizisidir. Üstelik,

lim
n→∞x2n = lim

n→∞cos(2nπ) = lim
n→∞(1) = 1

ve
lim
n→∞x2n+1 = lim

n→∞cos((2n +1)π) = lim
n→∞(−1) =−1

dir. Böylece (xn ) dizisi yakınsak olamaz.
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Monoton Diziler

Tanım 9 Bir (xn ) dizisi verilsin.

(i). Her n doğal sayısı için xn ≤ xn+1 oluyorsa (xn ) dizisine monoton artan dizi denir.
(ii). Her n doğal sayısı için xn < xn+1 oluyorsa (xn ) dizisine kesin monoton artan dizi denir.
(iii). Her n ∈� için xn ≥ xn+1 oluyorsa (xn ) dizisine monoton azalan dizi denir.
(iv). Her n ∈� için xn > xn+1 oluyorsa (xn ) dizisine kesin monoton azalan dizi denir.

(v). Monoton artan veya monoton azalan bir diziye monoton dizi denir.�

Teorem 15 (xn ) dizisi monoton artan ve üstten sınırlı bir dizi olsun. Bu durumda (xn ) dizisi yakınsak ve

lim
n→∞xn = sup{xn : n ∈�}

dir.

Teorem 16 (xn ) dizisi monoton azalan ve alttan sınırlı bir dizi olsun. Bu durumda (xn ) dizisi yakınsak ve

lim
n→∞xn = inf{xn : n ∈�}

dir.
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Örnek 18 Genel terimi
xn =

3n −2

4n +5
olan dizinin kesin monoton artan ve üstten sınırlı bir dizi olduğunu gösterelim.

Çözüm. Bunun için her bir n için xn < xn+1 veya buna denk olarak xn −xn+1 < 0 veya xn+1−xn > 0 olduğunu
göstermeliyiz. Her n ∈� için

xn −xn+1 =
3n −2

4n +5
− 3(n +1)−2

4(n +1)+5
=

3n −2

4n +5
− 3n +1

4n +9
=

−23

(4n +5)(4n +9)
olur. Her n ∈� için (4n+5)(4n+9)> 0 olduğundan xn −xn+1 < 0 yani xn < xn+1 dir. Diğer bir deyişle (xn ) dizisi
kesin monoton artandır.

Diğer yandan
3n −2

4n +5
<

3n

4n +5
<

3n

4n
=

3

4
olduğundan dizi üstten sınırlıdır.
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Örnek 19 Genel terimi
xn =
�

1+
1

n

�n
olan dizinin yakınsak olduğunu gösterelim.

Çözüm. Binom Teoremine göre

xn =
�

1+
1

n

�n
= 1+n

1

n
+ · · ·+ n (n −1) . . . (n −k +1)

k !

�
1

n

�k
+ · · ·+n

�
1

n

�n−1

+
�

1

n

�n

= 1+
n∑

k=1

n (n −1) . . . (n −k +1)
k !

�
1

n

�k
yazılabilir. Benzer şekilde

xn+1 =
�

1+
1

n +1

�n+1

= 1+
n+1∑
k=1

(n +1)n . . . (n +1−k +1)
k !

�
1

n +1

�k
olur. xn+1 in k . terimi
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(n +1)n . . . (n +1−k +1)
k !

�
1

n +1

�k
=
�

n +1

n +1

�� n

n +1

�
· · ·
�

n +1−k +1

n +1

�
1

k !

=
� n

n +1

�
· · ·
�

n +1−k +1

n +1

�
1

k !
=
�

1− 1

n +1

�
. . .

�
1− k −1

n +1

�
1

k !

≥
�

1− 1

n

�
. . .

�
1− k −1

n

�
1

k !
=
�n

n

��n −1

n

�
· · ·
�

n −k +1

n

�
1

k !

=
n (n −1) . . . (n −k +1)

k !

�
1

n

�k
dır. Buradaki son ifade xn nin k . terimi olup bu durum k = 1,2,3, . . . ,n için geçerlidir. Ayrıca xn+1,

(n +1)!
(n +1)!

�
1

n +1

�n+1

=
�

1

n +1

�n+1

gibi fazladan pozitif bir terim içermektedir. Buna göre xn+1 ≥ xn olup (xn ) monoton artan bir dizidir. Şimdi (xn )

dizisinin üstten sınırlı olduğunu gösterelim.
1

k !
≤ 1

2k−1
olduğu göz önüne alınırsa her n için
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xn = 1+n
1

n
+ · · ·+ n (n −1) ... (n −k +1)

k !

�
1

n

�k
+ · · ·+n

�
1

n

�n−1

+
�

1

n

�n
≤ 1+

1

1!
+ · · ·+ 1

k !
+ · · ·+ 1

n!

≤ 1+
1

20
+ · · ·+ 1

2k−1
+ · · ·+ 1

2n−1
= 1+

1−
�

1

2

�n
1− 1

2

≤ 1+
1

1− 1

2

≤ 1+
1
1

2

= 3

olur. Buna göre (xn ) dizisi monoton artan ve üstten sınırlı olduğundan yakınsaktır. Ayrıca her n ∈� için

x1 = 2< xn ≤ 3

olur. Bu dizinin limiti matematiğin önemli bir sayısı olan e ile gösterilir. Yani e sayısı

e = lim
n→∞

�
1+

1

n

�n
şeklinde tanımlanabilir. e nin sayısal değeri yaklaşık olarak 2.718281 dir.

Teorem 17 (Bolzano-Weierstrass Teoremi) Sınırlı bir (xn ) dizisinin yakınsak bir alt dizisi vardır.
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Örnek 20 Genel terimi xn =
�

1− 1

n

�
sin
�nπ

2

�
olan dizinin sınırlı olduğunu göstererek bu dizinin iki yakınsak

alt dizisini bulalım.

Çözüm. Her n doğal sayısı için
����sin
�nπ

2

�����< 1 olduğu göz önüne alınırsa

|xn |=
����
�

1− 1

n

�
sin
�nπ

2

�����=
����
�

1− 1

n

�����
����sin
�nπ

2

�����≤
����1− 1

n

����≤ 1

dir. Buna göre (xn ) dizisi sınırlıdır. Bu dizide n k = 2k alınırsa

x2k =
�

1− 1

2k

�
sin

�
2kπ

2

�
=
�

1− 1

2k

�
sin(kπ) =
�

1− 1

2k

�
×0= 0

olduğundan, (xn ) dizisinin (x2k ) alt dizisinin her terimi 0 olup yakınsaktır.

Benzer şekilde n k = 4k +1 alınırsa

x4k+1 =
�

1− 1

4k +1

�
sin

�
(4k +1)π

2

�
=
�

1− 1

4k +1

�
sin(2kπ+

π

2
) =
�

1− 1

4k +1

�
×1= 1− 1

4k +1

olduğundan (xn ) dizisinin (x4k+1) alt dizisi 1 e yakınsar.



Diziler
Dizilerin . . .
Dizilerin Lim . . .
Sıfır Dizileri
Iraksak Diziler
Yığılma Nok . . .
Monoton Diziler
Cauchy Dizileri

33/35

Cauchy Dizileri

Bazen bir dizinin limitinin ne olduğundan çok dizinin yakınsak olup olmadığı önemlidir. Bir dizinin yakınsak olup
olmadığının belirlenmesinin bir yolu da dizinin bir Cauchy dizisi olup olmadığının belirlenmesidir.

Tanım 10 Her ε > 0 sayısı için bir n 0 ∈� sayısı m ,n ≥ n 0 özelliğindeki her m ,n ∈� için

|xn −xm |< ε
olacak şekilde varsa (xn ) dizisine bir Cauchy dizisi denir. �

Teorem 18 Yakınsak her (xn ) dizisi bir Cauchy dizisidir.

Örnek 21 Genel terimi (xn ) = (−1)n olan dizinin Cauchy dizisi olmadığını gösterelim.

Çözüm. ε = 1 ve n 0 ∈� olsun. Bu durumda n ,m ≥ n 0 olacak şekilde bir n çift ve bir m tek doğal sayısı vardır.
Bu durumda

|xn −xm |= ��(−1)n − (−1)m
��= |1− (−1)|= 2> ε

olur. Yani ε = 1 için bir n 0 ∈� sayısı n ,m ≥ n 0 özelliğindeki her n ∈� için

|xn −xm |< ε
olacak şekilde yoktur. Böylece (xn ) bir Cauchy dizisi değildir.
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Yardımcı Teorem 1 Her Cauchy dizisi sınırlıdır.

Yardımcı Teorem 2 (xn ) bir Cauchy dizisi olmak üzere
�
xn k

�
dizisi (xn ) dizisinin yakınsak bir alt dizisi ve

lim
n→∞xn k = x olsun. Bu durumda (xn ) dizisi yakınsak ve lim

n→∞xn = x dir.

Teorem 19 (Cauchy Yakınsaklık Kriteri) (xn ) dizisinin yakınsak olması için gerek ve yeter şart (xn ) dizisinin
bir Cauchy dizisi olmasıdır.

Örnek 22 Genel terimi n ∈� için

xn = 1+
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
şeklinde verilen dizinin yakınsaklığını inceleyelim.

Çözüm. Önce verilen dizinin Cauchy dizisi olup olmadığına bakalım. ε =
1

3
olsun. n >m olmak üzere

|xn −xm |=
����1+ 1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

m
+

1

m +1
+ · · ·+ 1

n
−
�

1+
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

m

�����= 1

m +1
+

1

m +2
+ · · ·+ 1

n

olur. Burada n = 2m seçilir ve

n = 2m ≥m +1,n = 2m ≥m +2, · · · ,n = 2m ≥ n
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olduğu göz önüne alınırsa

|xn −xm |= 1

m +1
+

1

m +2
+ · · ·+ 1

n
≥ 1

n
+

1

n
+ · · ·+ 1

n
= (n −m )

1

n
=

2m −m

2m
=

1

2
> ε

olur. Buna göre ε =
1

3
için bir n 0 doğal sayısı n ,m ≥ n 0 özelliğindeki her n ,m ∈ � için |xn −xm | < 1

3
olacak

şekilde yoktur. O halde (xn ) dizisi bir Cauchy dizisi değildir. Teorem 19 gereğince (xn ) dizisi yakınsak olamaz.
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